
liopenzo CDascheroni 

(1750-1800) 



LORENZO MASOHERONI 

1 

:a3 



t 



La Geometria del Gompasso 



(Nuova edizione) 




PALERMO 

PREM. OASA ED. « ERA NOVA » 
1901 



'A 

5. 



c 



1 



LORENZO MASCHERONI 

e le sue opere matematiche 



Lorenzo Mario Maschbroni dbll'Olmo nacque a Ca- 
stagneta vicino Bergamo il 13 maggio 1750 da Paolo e da Maria 
Ceribelli (1)'. Entrato giovanetto nelle scuole del Seminario di Ber- 
gamo, le frequentd fino al 18° anno quale scolaro laiccr, riscotendo 
sempre il plauso dei suoi maestri e pel suo ingegno e per la sua 
diligenza : nel 1768 vesti l'abito di cherico e 6 anni dopo fu ordi- 
nato sacerdote. 

Non ancora ventenne si vuole dai suoi biografl ch' Egli succe- 
desse nella cattedra di rettorica nel medesimo Seminario al suo 
maestro Ottavio Bolgeni: il 5 agosto del 1773 venne nomi- 
nate per lo stesso insegnamento nel Collegio Mariano , ove erano le 
scuole pubbliche di Bergamo. 

In questo periodo di tempo eoltivo 1'amena letteratura, ed e nel 
suo 26° anno quando volse la sua vasta e profonda mente agli studi 
della filosofla e della matematica. Egli stesso solea dire che i primi 
passi nello studio della scienza esatta gli costarono non poca fatica; 
ma con la pazienza e l'acutezza del suo ingegno vinse felicemente 
tutte le difificolta. E nel 1778 venne nominate nelle medesime scuole 
di Bergamo Lettore di filosofla, insegnamento che comprendea la logi- 
ca, la metafisica e la fisica ed Egli vi aggiunse quello della matematica 
elementare prima e poi quello del calcolo integrate e differenziale, cosa 
novissima per quelle scuole. Pero gl'invidiosi da una parte ed i re- 
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trogradi dall' altra , avendo Egli osato di andare contro il sistema 
fino allora permanent© della cieca devozione ai dettati deHo Sta- 
g i r i t a e di aver segnito le orme del G a 1 i 1 e o , gli mossero guerra, 
ed il Consiglio, che presiedeva alle publiche scuole di Bergamo, con 
le sue deliberazioni incomincid ad inceppare il libera insegnamento 
di Lai, tan to che Egli fu costretto nel 1786 a rinunziare al suo posto e 
andare a Pavia, ove in quell' Ateneo trovo campo piu propizio al suo 
ingegno (2). Ivi, succedendo aU'illustre Paol i , insegnd gli elementi 
di Algebra e di Geometria prima e poi Matematica applicata; e negli 
' anni scolastici 1789-90, 1793-94 ebbe alt real la carica di Rettore. 

Entrate le truppe francesi a Milano il 6 maggio 1796 e chiusasi 
per poco TUniversita di Pavia, alia riapertura il Maschbroni fii 
riconfermato alia sua cattedra; nel 1797 fu dapprima eletto alia So- 
ciety di Pubblica Islruzione e poi al Corpo legiskdiw cansulente , il 
quale, promulgate la Republica Cisalpina , presiedette per qualche 
tempo ai publici affari. Nello stesso anno fu dal Bonaparte mandate 
prima in Valle Camonica come Commissario del Direttorio eseeutivo 
a stabilire i confini fra' Dipartimenti del Serio e del Mella , e poi 
nominate fra' Rappresentanti del popolo nel gran Consiglio e ricon- 
fermato per I'anno successivo. 

Avendo il governo della Republica francese nominata una Com- 
missione di matematici per studiare un nuovo sistema di pesi e mi- 
sure dedotto dalla grandezza della Terra, il 25 maggio 1798 il Di- 
rettorio invite a Parigi il Maschbroni per prendere parte ai lavori 
di questa commission©; ed il 17 settembre dello stesso anno Egli si 
reed nella capital© della Francia, ove si acquisto la stima e la bene- 
volenza non solo dei suoi illustri colleghi della commissione, ma di 
tutti i dotti e scienziati che lo avvicinarono. Ivi pero ben presto 
incominciaroho pel Maschbroni i dolori che lo condussero alia tomba. 
Entrati gli Austro-Russi a Milano il 14 aprile 1799 e decaduta la 
Republica Cisalpina, Egli si trovd senza gli stipendi che gli veni- 
vano dall'Italia, e fu costretto a cercar di che vivere accettando l'in- 
.eegnamento della Fisica e della Matematica nel Collegio di Antonio 
Pubots, al quale veniva raccomandato dal Lagrange. V insegno 4 
mesi., dal 13 ottobre 1799 al 9 marzo 1800 , quando e pel dolore di 
sapere la sua cara patria sotto il dispotismo austriaco e pel diverso 
regime di vita e per la fatica dell' insegnamento gravemente si am- 
mal6. Dopo la battaglia di Marengo essendo gia stato dal Bonaparte, 



prfmo Console della Bepubblica Frances©, rinominato alia sua cattedra 
nell'Universita di Pavia, Egli sperava di guarire presto per ritorna- 
in Italia, ma il male non voile risparmiarlo, ed il 14 luglio d«l 1800, 
per ostinata malattia di petto, in eta di 50 anni, qae)Valma gentile 

Dopo molto affannarsi entro il suo velo 

E anelar stanca su l'necita, alfine 

L'ali aperse, e raggiando alzossi al cielo. 

Mori, scrisse il Mongili, come muore l'uomo dabbene che visse 
per dare esempi di virtu e per accrescere il sacro tesoro delle scien- 
tifiche cognizioni. 

Fu sepolto a Parigi con onori degni di Lui; ma, fatto doloroso, 
oggi ignorasi ove riposano le spoglie mortali del gentile poeta ed 
acnto matematico Bergamasco. 

# * 

Nella Bibliografia mascheroniana del Ravelli trovasi un esteso E- 
lenco delle biografie, elogi e notizie del nostro Autore (3). Altre noti- 
zie bibliografiche si possono desumere dal volume del Fiammazzo e 
dalle opere quivi citate. Senza fermarci in queste notizie daremo 
qui 1'elenco delle opere matematiche del Mabcheroni con un breve 
cenno su di esse, tralasciando completamente di occuparci delle sue 
opere letterarie e politiche. 

1. Della ptii bella proprieta della curva isocrona a direzioni con- 
vergenfi, ecc. 

E questa una breve nota pubblicata il 19 settembre 1782 e dedi- 

cata al matematico Achille Alessandri di Bergamo , ove dimostrasi 

che la curva isocrona tende verso una spirale infinite, la quale fa 

un angolo costante col raggio vettore. E il prirao lavoro di mate- 

matica del Maschbroni. 

2. Nello stesso anno 1782 publico nn opuscoletto intorno alia 
Maniera di misurare Vinclinazione dell 'ago calamitato (Bergamo, 1782, 
in- 8° con una tav.) 

In quel tempo per misurare l'intensita della forza magnetica in 
un luogo non conosceasi che un metodo inesatto del Muscenbroeck. 
II Maschbroni tuggeri?ce in questo suo studio di sospendere ad 



angolo retto l'ago calamitato all'estremo inferiore di una vefga Vei*- 
ticale di rame e in modo che possa facilissimamente oscillare per la 
di versa inclinazione magnetica in diversi luoghi, o nello stesso luogo 
in diversi tempi. Disposto allora l'ago net meridiano magnetico del 
luogo, esso non si mantiene orizzontale, ma un suo estremo s'incli- 
nera verso il nord e con le sue oscillazioni descrivera una curva 
trascendente, le cui ordinate, come il Maschkroni dimostra, sono 
proporzionali alia forza magnetica. Egli descrive la natura della 
curva, cbe molta analogia presenta con la concoide di Nicomede e 
coll'epicicloide di Giovanni Bernoulli, ne studla i puhti singolari, da 
la regola per tracciare le tangenti e ne determina la quadratura. 

3. Suite curve che servono a delineare le ore ineguali degli antichi 
nette superficie piane. 

— *■ Questa breve nota fu la prima volta inserita nel vol. VII degli 
Opuscoli scelti suite scienze e suite arti (Milano, 1784) e poi ripubbli- 
cata nella 2" ed. dell'opera seguente. 

In essa dimostrd esatta l'osservazione anche fatta dall'ab. Sci- 
pione Dehe, che le ore ineguali dei Giudei e del Bomani non deb- 
bano essere segnate su superficie piane da rette; e ad illustrare ci6 
incise una Meridiana sopra un disco di ottone, oggi posseduta dalla 
Biblioteca civica di Bergamo, ove sono tracciate le littee orarie dei 
diversi sistemi antichi. 

4. Nuove ricerche sull'equilibrio delle volte. 

Quest' opera, cbe viene generalmente ritenuta la principale e per 
la quale ben presto l'Autore sail in fama di valente geometra , fa 
stampata la prima volta in Bergamo nel 1785 (in-4°, con 13 tav.) e 
poi coll'elogio del March. Ferdinando Landi a Milano nel 1829 (in- 
16°, con 5 tav.) 

In essa Egli si addimostra non solo maestro della Meccanica e 
della Geometria degli antichi, ma anche del Calcolo infinitesimale; 
e quantunque 1'argomento era gia stato trattato da valenti matema- 
tici come Giacomo Bernoulli, il Gregory, il la Hyre, il Lorgna, pure 
Egli si mantiene originate e aggiunge nuove ed importanti verita 
sull'argomento. Considerando che la materia non si pud ritenere 
perfettamente rigida ed ugualmente dura, e che quindi il sottarco 
non e una vera curva di equilibrio, trasferisce questa nella linea che 
passa pei centri di gravita di tutti i cunei component! la volta, stu- 
dia la superficie d'equilibrio, luogo di queste linee nelle diverse se- 



zioni vertical] e, mediante il principio delle velocita yirtuali , crea 
la scienza del solido fondamento degli edifizi, esaminando l'equilibrio 
in tutte le specie di volte. 

Per quest'opera si ebbe lodi dai matetnatici dell'epoca ed il Bos- 
sut scriveagli : « Vous avez traite dans cet ouvrage ub grand nombre 
« de questions tres-interessantes et tres-utiles; et vous y montrez une 
« grande sagacite a manier l'analyse. Vous me paroissez destine a 
« honorer votre patrie » . 

5. Nella seconda edizione italiana (Pavia 1787) del corso di ma- 
tematica dell' abate Bossut tradotto dal p. Andrea Mozzone, libro di 
testoin moltissime scuole italiane ed anche quello usato dal M as c he- 
ro n i per le sue lezioni- di matematica elementare nelFUniversita di 
Pavia, v'inseri alcune sue note in Appendice, note cbe vennero poi 
riprodotte, in tutto o in parte, in altre edizioni del medesimo Corso. 
Fra le note trovasi il Metodo di misurare i poligoni piani , che po i 
nello stesso anno a Pavia fu anche pubblicato a parte. 

Quivi insegna a misurare un qualsiasi poligono, convesso o con- 
cavo, senza far uso delta risoluzione del poligono in triangoli , de- 
terminando alcuni elementi da altri dati. Alia fine trovasi la descri- 
zione di un traguardo, mediante il quale non solo si ha la misura 
deU'aiigolo, ma anche il seno ed il coseno di estto. In questo opu- 
scolo oltre la novita sono da ammirarsi l'ordine e la chiarezza, doti 
che del resto riscontransi in tutte le opere del Maschsboni.' 

L'Huilier insert i problem! e le soluzioni di quest'operetta nella 
sua PolygonomMrte, publicata due anni dopo (Ginevra, 1789), senza 
far cenno del matematico italiano. Cio il Mascheroni nobilmente 
aecenn a nella prefazione dei suoi Problemi per gli agrimemori, co\\e 
seguenti parole che trascriviamo, poiche addimostrano il nobile animo 
suo : « Io conobbi nel leggere questo libro (dell'Huilier) non solo che 
« il mio metodo conteneva tutti i suoi problemi , ma inoltre che io 
« nelle soluzioni analitiche presentava le stesse formole e camminava 
« sulle stesse traccie di un autore che aveva stampato il suo libro 
« due anni dopo il mio : ed ebbi in vero meraviglia nel vedermi 
« coincidere in tal modo con quel matematico » . E soggiunge poi : 
« Non ostante cio, merita ancora il libro di M. 1'Huilier , che tu te 
« ne prevalga, si per Terudizione, che per le dimostrazioni geome- 
« triche da lui aggiunte » . 

6. Ad notationes ad calculum integralem Euleri in quibus non' 
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nulla problemata ab tiutero propesita resotveniur, etc. (l"icini, 1790). 

7. Adnotationum ad calculum integralem Euleri in quibus non- 
nullae formulae ab Eulero propositae plenius evolvuntur. Pars altera, 
etc. (Ticini, 1792). 

Questi due volumetti, ove l'Autore addimostra sempre pin l'acu- 
tezza del suo ingegno, hanno lo scopo di risolvere varie quistioni 
proposte dal piu grande matematico del sec. XVIII e sopratutto sono 
da notarsi le ricerche intorno al cosi detto logaritmo integrate. 

8. Alia fine del secondo volume della seconda edizlone Veronese 
delle opere di Wolfio (4) pubblicato nel 1791, vi sono le Adnotationes 
Mascheronii in R. Archigymnasio Ticinensi Mathem. Prof. 

Sono quindici note che tutte si riferiscono alia parte meccanico- 
statica dell'opera. 

9. Problemi per gli Agrimensori con varie soluzkmi. 
Quest'opera, che da un contribute alia geometria della riga, fu la 

prima volta publicata a Pavia nel 1793 (in- 8° con «4 tav.) e poi a 
Milano nel 1802 col titolo : 

Problemi di geometria colle dimostrazioni aggiunte dal cittadino 
Sacchi, capitano in 2. d'artiglieria, ecc. (in-8* con 4 tav.) 

Le dimostrazioni, come lo stesso Sacchi dice nella sua prefazione* 
sono state consigliate dal Masoheroni stesso. 

Delia medesima opera a Milano nel 1832 apparve un'altra edi- 
zione col titolo: 

Problemi di geometria colle dimostrazioni del capitano Sacchi f edi- 
zione arricchita coll'aggiunta di alcuni problemi ricavati da un esem- 
plare della prima edizione postillata dalVautore (in-16°, con 5 tav.). 

Inoltre quest'opera e stata tradotta in francese da un anonimo 
e publicata a Parigi nel 1803. 

Nella lusinga che anche di questo libro si faccia una nuova edi- 
zione, la quale possa essere studiata dai nostri giovani delle scuole 
secondarie, ne diamo qui un breve sommario. 

L'opera costa di 5 libri. Nel 1° che comprende Taltimetria, l'Au- 
tore da dei metodi per misurare la distanza di punti inaccessibili; 
nel 2° da dei metodi per la misura degli angoli e per tracciare rette 
ortogonali senza squadra o grafometri; i\ 3° contiene problemi sulla 
misura di superficie piane o curve e sulla loro divisione in parti che 
stiano fra loro in dato rapporto; nel 4° espone la sua poligonometria 
gia publicata neH'opubcoltftto di cui si la cenno intianzi (n. 5), ge- 
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heralizzando le formoie per qualunque spazio chiuso da quantesivo- 
gliano rette; nel 5° infine tratta della misura dei solidi poliedri. 

10. Nel vol. II (fasc. di Giugno, 1795, pag. 185-206) del Giornale 
fisico-medico di L. Brugnatelli, che publicavasi a Pavia, evvidelMA- 
schbroni una 

Lettera alVillustre signor don Annibale Beccaria patrizio milanese, 
con .alcuni prdblemi geometrici sciolti col cerchio senza la regola. 

E il primo saggio della Geometria del compasso, come 1' Autore dice 
nella sua introduzione a quest'opera (v. pag. 6 della presente edizio- 
ne) e contiene fra le altre costruzioni la divisione della circonferenza 
col solo compasso in 24 ed in 120 parti egnali. La prima semplicis- 
sima e stata riportata nella presente opera, la seconda invece com- 
plicata e stata dall'Autore sostituita 4 a altra molto pin semplice. 

■ 

11. Due anni dopo die alia luce l'opera 

La Geometria del compasso (Pavia, presso gli eredi di Pietro Ga- 
leazzi, anno V della Bepublica Franceses 1797, in-8 - con 14 tav.) che 
integralmente ripublichiamo in questa nuova edizione. 

Egli ide6 questa opera originate e curiosa (5) che rese presso tutti 
i matematici glorioso il suo nome, per venire in aiuto ai costruttori 
d'istrumenti astronomici, poiche questi pervenivano a dividere la cir- 
conferenza in parti egnali mediante ripetuti tentativi , facendo uso 
anche di scale e di doppi piani, senza perd raggiungere la preci- 
sione geometrica desiderata. Egli, mediante tre punti fuori della cir- 
conferenza determinati geometricamente, perviene a costruire me- 
diante il solo compasso tutte le possibili divisioni della circonferenza 
senza nemmeno Terrore di un sesto di minuto secondo; ma non sono 
qneste le sole costruzioni del libro. 

La risoluzione di qualsiasi problema si pu6 ridurre alia' deter- 
minazione di punti, poiche anche quando il problema richieda o 
tracciare una retta o descrivere una circonferenza, quella e indivi- 
duata da due suoi punti, questa dal centro e da un punto della sua 
periferia; ed i punti richiesti sono sempre ottenuti mediante la mutua 
intersezione di rette e circonferenze. Facendo uso dei due istrumenti, 
la riga ed il compasso, si risolvono tutti i problemi , poiche con la 
sola riga si determina il punto d'intersezione di due rette , col solo 
compasso i punti d'intersezione di due circonferenze e con Tuna e 
con Taltro i punti d'intersezione delta retta e della circonferenza. 

II Cardano (6), il Tartaglia (7) ed il Benedetti (8), geometri ita- 



Hani del sec. XVI, si proposero e riuscirono neU'intento, di costruire 
tutti i problem! euclidei, cioe di 1° e di 2° grado, mediante la riga 
ed il compasso di apertura costante, geometria del resto non igno- 
rata dai Qreci come rilevasi da un passo di Pappo Alessandrino nella 
sua Collezione matematiea, e che gia avea destato l'interesse degli 
Arabi, come risulta da un Libro di costruzioni geometriche di Abu '1 
Wafa (9); il Poncelet (10) e lo Steiner (11) han poi dimostrato che i 
detti problem! possono altres! essere costruiti con la riga e con una 
circonferenza flssa di noto. centro nel foglio di disegno. II Brian- 
ebon (12) invece al principio del sec. XIX ha coltivato un altro ramo 
della Geometria, proponendosi la riscluzione di alcuni problemi me- 
diante l'uso della sola riga. Pria del Brianchon si occuparono per6 
della Geometria della riga, avendo special m en te di mira i problemi 
pratici che interessano gli agrimensori e gli artiglieri, qu'ei problemi 
cioe che si propongono di eseguire sul terreno diverse operazioni 
geometriche, come misurare distanze , tracciare paralleled ecc., lo 
Schooten (13), i) Lambert (14), il Servois(15), ed il nostro Masche- 
roni nell'opera qui precedentemente aecennata (v. n. 9). Inoltre la 
Geometria della riga, la quale si collega alia Geometria proiettiva 
Che pone fra tutte le linee in evidenza la retja, fu molto coltivata 
nel secolo or ora spirato da una schiera di valenti geometri di tutti 
i paesi (16). 

Ancora il Cpatpont in un articolo publicato nel 1877 nella Nou- 
velle correspondance mathematique ha concepito la riga sotto un altro 
aspetto. 

Egli dice : « Je definis regie une lame offrant deux cotes rectili- 
« gnes et paralleles, permettant de tracer des paralleles equidistantes» , 
fondando cosl un nuovo ramo della Geometria, la Geometria della 
riga piatta (17). Non possiamo qui per i limit! prefissici dare piu 
ampie notizie intorno a queste branche della Geometria , ma consi- 
derando 1'utilita che di tali stud! ne ricaverebbe specialmente l'in- 
segnamento della matematica elementare nelle scuole medie, faccia- 
mo voti che qualche valente cultore delle discipline geometriche vo- 
glla scrivere un'operu per i nostri giovani studenti, dalla quale essi 
apprendano le costruzioni dei problemi euclidei coi diversi istrument! 
di cni si possa fare uso. 

II Maschbroni in quest' opera, ammirata anche dal non fa- 
cile ammiratore Steiner, risolve, lacendo uso del solo compasso, tutti 



i problem! euciidei con ingegnose costruzioni e risolve ancora con 
grandissima approssimazione diversi problemi di ordine superiore 
alia Geometria elementare propriamente detta, i quali esigono i'uso 
di altre curve oltre la circonferenza. 

Se le sue dimostrazioni, con il continuo richiamo alle proposi- 
zioni di Euclide, del resto unico testo allora di Geometria elementare, 
riescano qualche volta pesanti e potrebbero essere oggidl semplifi- 
cate, le sue costruzioni sono sempre elegantissime e spesso'piu sem- 
plici di quelle che ordinariamente si fanno adoperando e riga e 
compasso : di cio il lettore pud facilmente persuaders! adoperando 
p. es. il metodo della Geomeotrografia del Lemoine (18) per determinare 
la semplicita e 1'esattezza di una costruzione geometrica. E « non vi 
« e dotto geometra che anche oggigiorno, dopo quasi un secolo di 
« avanzamenti in questa scienza , non possa studiare l'opera del 
«Mascheroni senza ricavarne buon frutto (19) » . 

II Ma so her oni dedico il volume a Bonaparte I'italico con 
breve poesia, e a lui lo presento a Mombello, ove Napoleone, scon- 
fttto il neroico, eras! ritirato il 17 maggio 1797 intonto ad ordinare 
la Bepublica Cisalpina. 

II giovane Generale, sollecito sempre di far stupire il publico 
sia nelle piecole che nelle grandi cose, voile egli stesso partecipare 
le nuove costruzioni geometriche al Laplace e al Lagrange, come 
leggiamo nel Moniieur del 20 Ventoso, an. VI (10 marzo 1798; f. 170 
p. 684) in occasione dell'annunzio della traduzione francese di que- 
st'opera .fatta da Antonio Michele Carrette : « Les geometres fran- 
« cais n'avaient pu se procurer ancore ce savant ouvrage de M a- 
• 8CHEBOSI, deja celebre dans la carriere des sciences mathema- 
« tiques par un profond commentaire sur le calcul integral d'Euler. 
« Bonaparte le fit connaitre, il y a environ deux mois, a Laplace et 
« a Lagrange qui concurent la plus favorable opinion de ce nouveau 
« genre de geometric » . Nello stesso giornale e accennata la mera- 
viglia destata Til Dicembre 1797 all'Istituto dal Bonaparte, il quale 
propose a quei matematici alcuni problemi della Geometria del com- 
passo e si legge che il Laplace non seppe dare altra risposta che : 
« Tutto ci aspettavamo da voi, generale fuorche, lezioni di matematica* . 

Il celebre matematico ed astronomo Delambre , segretario per- 
petuo dell'Istituto francese per la parte delle scienze esatte, nel rap- 
porto generale che fa all'Imperatore Napoleone sui progressi della 
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matematica da! lt89 al 180$, pur essendo parco lodatore cfegli stra- 
nieri, accennando 1'opera del Mascheroni cosl si esprime : « La 
« Geometria antica non ammetteva nelle sue dimostrazioni se non 
« quello che pud eseguirsi media nte la riga ed il compasso. Masche- 
« ron i piu severo ancora voile escludere la riga. Vi e certamente 
« da rinianere grandemente meravigliati del gran numero di nuove 
« ed acutissime proposizioni ch'Egli ha aaputo trovare In un argo- 

* men to apparentemente esaurito. I suoi principali teoremi erano 
« stati portati in Fratteia cot Trattato di Campoformio dal vincitore 
« e pacificatore dell'Italia. Nacque nei dotti francesi il desiderio di 
f conoscere per intero 1'opera di Mascheroni e ben tosto ne fu 

* publicata la traduzione » . 

La traduzione francese fa fatta, come abbiamo innanzi accen- 
nato, dal Carette e publicata a Parigi la prima volta nel 1798 ed 
^■' una seconda volta nel 182$; Anche in Germania se ne fece una tra- 
duzione tedesca dal Giison, publicata a Berlino nel 1825. 

La bibliografia delta Geometria del compasso non e punto ricca. 
Oltre le due edizioni della traduzione francese e l'edizione della tra- 
duzione tedesca dell' opera del Mascheroni, abbiamo alcuni 
rimaneggiamenti dell' opera, medesima (20) e due note Y una dej 
Dubouis nel Journal de Math. (t. XXII , 1892) e 1' altra del pro- 
fessore G. Cesaro nelle M&moires de la sociite" royale des sciences 
di Liege, nelle quali si dimostra la possibility di risolvere i pro. 
blerai elementari col solo compasso, ignorando 1'opera del Ma- 
s che ron i. Abbiamo poi un breve studio dell'Adler (21), il quale 
dimostra lo stesso mediante il principio della trasformazione per 
raggi vettori reciproci. Un' applicazione degna di nota del meto- 
do di Mascheroni e la divisione della circonferenza in 17 parti 
eguali ottenuta recentemente dal Gerard (22) col solo compasso, di- 
visione che gift il Klein diceva certamente possibile (23). Non si pu6 
qui ndi dire che « le ricerche compiute dall'autore della Geometria 
« del compasso, abbiano gran che fornito ai geometri occasione di 
« spingersi a studi ulteriori suH'argomento. E un male, perche questo 
« genere di ricerche non solo potrebbe condurre a risultati interes- 
« santi come curiosita scientifica , ma potrebbe anche rendere un 
« buon servizio nel campo didattico » (24). Forse a cio avra contri- 
buito la rarita dell'edizione dell'opera del Mascheroni, ed e per- 
clo che siamo stati spinti a ripublicarla. 
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12. Segnitiamo l'enumerazione delle opere del Maschbroni. 
Notizie generali del nuovo sistema dei pesi e misure dedotte dalla 

grandezza delta Terra (Milano, 1798, in-8°). 

Cesare Beccaria fin dal 25 gennaio 1780 avea presentato una 
relazione al Magistrato Camerale per lo Stato di Milano per la uni - 
formita delle misure di lunghezze, proponendo di dividere le dette 
misure in frazioni decimali; ma la proposta dell'autore del eetebre 
libro Dei delitti e delle pene rimase inascoltata fino a quando il Con- 
siglio legislativo della Republica Cisalpiaa I'll marzo 1798 non ap- 
prove di eleggere una speciale Commissions per statnire un sistema 
decimale di pesi, misure e tnonete analogo a quello della Republica 
Francese. Fra' Commissari eravi il Maschbroni, il quale, per 
rendere accetto al publico il nuovo sistema, spiegandone tutta 1'uti- 
lita pratica, publico detto opuscolo, che gli procur6 1'onore di essere 
chiamato fra' delegati della Republica francese e degli Stati alleati 
o oeutri nella Commissione che dovea stabilire le nuove comuni mi- 
sure; onore ch'Egli pag6 con la morte. 

13. Nel vol. IX delle Memorie di Matematica e Fisica della So- 
cieta Italiana delle scienze, (Modena, 1802) trovasi inserita un' opera 
postuma del Maschbroni dal titolo 

Spiegazione popolare della maniera can la quale si regola I 'anno 
sestile o intercalare ed il cominciamento dell 'anno Republicans, ch'egli 
avea mandato il 24 Germinate an. VII (13 aprile 1799) al Serbelloni, 
ambasciatore della Republica Cisalpina presso la Repubblica Francese. 

Di questo studio it Reullier cosl scrivea al Serbelloni : « Cet ou- 
« vrage m'a paru infiniment propre a rendre familieres ces id6es na- 
« turellement abstraites. II ne peut a mon avis qu' etre trfes-utile a 
« l'ltalie, et faire honneur a son Auteur ». 

Morto il Maschbroni, i numerosi suoi tnanoscritti esistenti 
a Parigi furono consegnatr al fratello Giuseppe e da questi vendut i 
nel 1819 al dotto biblioftlo aw. Aloisio Fantoni di Rovetta, il quale 
con venerabile affetto li ordino, legandoli in volumi. Morto nel 1874 
il Fantoni, gli eredi ne proposero la vendita ed il D.r Vincenzo 
Barca ne facea l'acquisto; morto questi i preziosi volumi passarono 
alia di lui erede la Signora Chiarina Barca-Albani. 
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Questi manoscritti furono per invito del Pancaldi, Ministro degli 
affarl esteri della Republica Cisalpina, la prima volta esaminati dal 
celebre astronomo dell'Osservatorio di Milano ab. Barnaba Oriani, il 
quale faceva voti che venissero publicati i due studi che contengono 
un Tratiato sidle misure delle Piramidi triangolari e una Memoria 
gutta integrazione di alcune formote per mezzo delle serie convergenti, 
poiche « quests opere servirebbero ad illustrare semprepiu il nome 
« d'un uomo che onor6 la Patria e l'ltalia co' suoi talenti » (25). 

II Ravelli nella sna Bibliografia fa l'elenoo degli scritti di questa 
grande raccolta, che comprende « ben 38 volami autograft, parte in 
foglio, o in-4° od in-8°,» come pure l'elenco di altri autografi del 
Mascheroni. Piu e piu volte furono fatti voti che questi scritti 
venissero publicati, ma fin'oggi invano, non ostante che 1' illustre 
prof. P. Riccardi nella nota innanzi accennata scrivesse fin dal 
1886: « Fra le opere matematiche , ormai secolari , pubblicate da 
« autori Italian i, le quali conservano ancora un assoluto merito scien- 
c tifico e letterario, ed un pregio bibliografico non comune, sono da 
« noverarsi quelle del valentissimo geometra Lorenzo Mascheroni » . 
Ed anche a noi ci sia permesso ancora una volta di far voti che 
finalmente sia reso al Mascheroni il meritato tributo di riconoscenza 
all* opera sua publicando i suoi scritti inediti. 

Egli che tan to onoro la patria, ha diritto che i suoi concittadini 
non lascino in oblio il frutto del suo ingegno. 

Parecchie delle opere di matematica del Mascheroni trovansi ci- 
tate fra' testi di lingua nel Vocabolario della Crusca e fra esse e 
inclusa anche la Geometria del Compasso. 

Pria di finire questi appunti sulle opere matematiche del Ma- 
scheroni sentiaino il dovere di rendere sentiti ringraziamenti all Ml 
lustre Dottore A. Monti, Professore dell'Ateneo di Pavia, il quale 
non solo ci fornl dei dati bibliografici, ma gentilmente ci man do una 
fotografia del Mascheroni, dalla quale 6 presa l'efligie del matema- 
tico bergamasco che vedesi in questa ristampa. Questa fotografia e 
presa dal ritratto deU'Autore che trovasi in fronte all'elogio di Lui 
scritto dal march. Ferdinando Landi nel 1804 riprodotto ancora nel 
volume che il prof. Fiammazzo publico in oceasione del primo cen- 
tenario della morte di Lorenzo Mascheroni. 

Prof, fiaetano Fazzari. 



IsTOTIE. 



(1) Alouni biografl, fra' quali il Savioli ed il Mangili pongono la na- 
Boita del M. il 14 maggio e il 14 marzo, mentre essa ayvenne il 13 maggio. 
Vedi Fiammazzo, Wei XIV luglio XOM Primo eentinario delta morte di 
Lorenzo Maseheroni [Bergamo 1900, pag. 78]. 

(2) II Masoheroni stosso oosl piu tardi soriveva al riguardo : « le fllo- 
4 sofie si giudioayano, non so perohe, piuttosto perniciose ohe altro : quindi 
4 paroamente si volevano ineegnate in questi ultimi aani : e bo ohe per asare 
4 una veochia macobina elettrica... il lettore doveva ogni volta ohe 1' avesse 
4 voluta adoperare, presentare una supplioa a' suoi superior!. Si era fatta legge 
4 al mio tempo ohe assolutamonte non s'insegnassero le sezioni ooniohe. Si era 
4 ingiunto di spiegare sempre in latino fino gli elementi di fiuelide » |F i a m- 
mazzo, 1. o., pag. 83]. 

(3) Bibliografia maseheroniana assist catalog® bibliografieo delte opere a 
stampa dell'abbate Lorenzo Maseheroni eon un eleneo dei suoi manoaeriUi per 
Giuseppe Rave Hi [Bergamo, 1881, pag. 81-84]. 

(4) Christian! Wolfii — Etementa Matheseos universae; editio secunda 
veronensi-Veronae Haeredum Marci Moroni, 1788-1798, vol. 5, in-4. 

(5) Cosl la giudioa lo Ghasles in una nota a pag. 214 del la sua Apercu 
historique sur Vorigine et le diveloppement des mithodes en geometric. 

(6) NelPopera De sublilitate [Basilea, 1553], lib. XV, pag. 434-440. 

(7) Nel General tratlalo di numeri e misure (Venezia, 1560), 5' parte, libro III. 

(8) Nel suo trattato : Besolutio omnium J&uclidis problematum aliorutnque 
ad hoc neeessario inventorum, una tantutn modo eireini data apertura (Vene- 
zia, 1553). 

(9) Cantor, Vorlesungen uber Gesehicte der Mathematik [2. Auf.,vol. I., 
1894, pag. 421 e 700]. 

(10) Nel suo Traiti des proprietis projective des figures [Parigi, 1822]. 

(11) Nel suo oelebre volumetto publioato la prima volta nel 1833, Die geo- 
metrischen Construetionem, ausgefuhrt mittelst der geraden Lime und eines 
festen Kreises (Gesammelte Werke, Berlino, 1881). 

(12) Qeomitrie de la regie (Oorrespondance sur I'Xhole polyteeniqne , t. II, 
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pag. 383), ed anoora Memoire sur I'application de la theorie dee transversals* 
(Parigi, 1822). 

(13) Exer eUat itmum mathematimrum, liber II. (Lugduno-Batavia, 1666). 

(14) JVele Perspective (2- ed. 1773). 

(15) Solution* peu eonnues de different* probleme* de geometric pratique 
(Parigi 1805). 

(16) Sull'argomento veggadi G. de Longchamps, Essai sur la Geome- 
Irie de la regie et de I'equerre ed iaoltre i due artiooli 9 e 10 l'uno del pro- 
fessor© A. Giacomini, l'altro del prof. G. Castelnuovo nelle Questioni 
riguardanti la Geometria elemenlare, raccolte e coordinate da F. Enriques 
(Bologna, 1900). < 

(17) Per 1'ubo della riga piatta nelle costruzioni dei problemi geometrici 
veggasi, oltre 1 'opera del de Longchamps e 1'artioolo del prof. A. G i a- 
comini, gift citati, l'opuseolo di A. T u in m a r e 11 o, La Geometria della riga 
(Palermo, 1900); la monografia del D.r C. Marenghi, Geometria della riga 
a due orli paralleli (nel Bollettino di mat. e di seienze flsichc e meU. an. II, 
Bologna, 1901) ed anoora la note di A. Tummarello, La ParaUelotn&tro- 
grada (nel Pitagora, an. VII, Palermo, 1901). 

(18) Per questo metodo veggasi la note del prof. E. Nannei, La Geome- 
trograAa di Lemoine o I' Arte delle costruzioni geometriehe (II Pitagora, an. IV, 
2. sem., 1898). 

(19) Questo giudizio leggesi nell'artioolo publioato dall'illustre prof. Pietro 
Biooardi. Per una complete oollezione delle opere matomatiche di Lorenzo 
Mascheroni Bollettino di bibliogr. e storia delle soienze mat. e fisioa , Roma, 
(t. XIX, 1886). . ,* 

(20) Frisohauf, Die gcometrischen Construetionen von Mascheroni und 
Sleiner [Granz ; 1869J; Hutt, Die Mascheroni ' sehen Construetionen (Halle 
1880] ; E. D a n i e 1 e, Sulla risoluzione dei problemi geometri col compasso 
[art. 8, nelle Quettioni eco. di Enriques]. 

(21) A d 1 e r, Zur Theorie der Mascheroni ' sehen Construetionen [Wiener 
Beriohte, 99, 1890]. 

(22) Questo costruzione del Gerard trovasi nei Math. Annalen, 48, 1'897. 
Essa e anohe riportata nell'art. di E. Daniele. Suite costruzioni dell'ettade- 
cagono regelate [pag. 411 delle Questioni eoo. di Enriques]. 

(23) Klein, Gonferenze sopra alcune questioni di Geometria elementare, 
tradotte dal prof. F. Giudice [Torino, 1896, nota pag. 29]. 

(24) E. Daniele, Sulla risoluzione ecc. (1. c, pag. 250. 

(25) Vedi la letter* dell'Oriani publioata dal Fiammazzo, 1. c„ pag. 73, 74. 



A BONAPARTE L' ITALICO 



To pur ti vidi coll' invitta mano, 

Che parte i regni, e a Vienna intimb pace, 
Meco divider con attento guardo 
II curvo giro del fedel compasso. 
E te pur nidi aprir le arcane cifre 
D' ardui problemi col valor d'antico 
Geometra Maestro, e mi sovvenne 
Quando I'alpi varcasti Annibal novo 

v Per liberar tua cava Italia, e tutto 
Rapidamente mi passd davanti 
L'anno di tue vittorie, anno che splende 
Nell'abisso de' secoli qual sole. 
Segui I'impresa, e coll' invitta mano 
Guida all' Italia tua liberi giomi. 



II primo pensiero, che mi invito a tentare le strode nuove di questa 
Geometria del Compasso, fu questo: mentre si trovano tante cose nuove 
progredendo nelle matematiche , non si potrebbe forse trovare qualche 
luogo ancora incognito retrocedendo t Finora le piu semplici soluzioni 
delta geometria sono state giudicate quelle , che altro non impiegano, 
che il compasso e la riga; ossia, cid che e lo stesso, la retta, che e la 
piii semplice tra le linee, e il cerchio, che e la piu semplice fra le curve. 
A questi due stromenti, per cosl dire, de ' problemi, che un tempo de- 
terminavano e costituivano la geometria elementare , furono aggiunte 
in progresso le curve coniche ; quindi le superiori al secondo grado e 
le trascendenti di varie spezie. Si sono continuate ad arricchire queste 
profonde indagini geometriche coi nuovi soccorsi delValgebra si finita, 
che infinitesima a tale , che ormai que ' ritrovati , i quali dapprima 
parvero jnaravigliosi agli antichi, e degni de ' sagrifiqj di Talete e di 
Pitagora, sono I'appannaggio dei fanciulli dei nostri giorni. Ordissi: 
non potresli tu ritrocedere dagli elementi , come da una tinea di de- 
marcazione, e cercar qualche cosa rimasta addietro a guisa di trascu- 
rataf E egli vero che i problemi elementari d'Euclide sieno delta piii 
semplice costruzione? non si potrebbe I'elemento mitematico risolvere 
ne ' sum elementi fondamentali riga e compasso, a guisa di chi ha se- 
parata I'acqua in due arte, e qualche aria pure stimata semplice, in 
due altre sostanze? A questo punto m' avvidi , che non potendosi far 
uso delta riga sola se non per condurre una retta; si poteva perb forse 
far uso del solo compasso non per descrivere solamente un cerchio , o 
un arco d'esso; ma descrivendone piu con piii centri, e con diverse 
aperture, trovare per via delle loro sezioni mutue piu punti, che fos- 
sero utili, e appunto i cercati di posizione in qualche problema. 

Fin qui conobbi, che questo era un ramo finora non coltivato per 
nulla dai matematici, e che soluzioni di simil genere ottenute per av- 



ventura col solo compasso sarebbero state per la loro costruzione piit 
elementari di ogni altra. Ma due cose mi trattennero per poco di ac- 
cingermi a tentar nulla per questa via. Im, prima fu il pensiero : qual 
pro ne verra se tu arrivi a trovare col solo compasso que' punti, che 
altri hanno gia finora trovati con esso e colla riga f La seconda era il 
timore, che da principio sembrommi ben ragionevole, che anzi che avere 
vantaggio da mvei tentativi, fossero pure coronati doll 'esito; avrei avuto 
discapito. Le costruzioni col solo compasso per trovare i punti delta 
geometria elementare sarebbero state complicate a piit, doppj sopra le 
gia conosciute, nelle quali interviene la riga. Avrebbe dunque la teoria 
mancato d 'eleganza, e la pratica di precisione. Sicche io era al procinto 
d'abbandonare I'impresa. 

Mentre io era cosi irresoluto, m' accadde di rileggere la maniera 
colla quale Graham e Bird dividevano in Inghilterra i loro grandi 
quadranti astronomici (Eucyclop. Method. Articl. quart de cercle 
mural). II quadrante di Graham fatto da lux per Greenwich Aon solo 
si dice aver servito di modello alia maggior parte di quelli che si sono 
fatti dopo ; ma vien considerato ancora per la sua precisione dagli 
astronomi per uno de' migliori , che siansi mai adoperati neW astro- 
nomia, fino all'epoca dei quadranti di Ramsden. Ora vidi che la di- 
visions di quella celebre macchina, abbandonata affatto la riga, fu ese- 
guita col solo compasso. E interessante la descrizione del metodo im- 
piegato in quella lunga ed ingegnosa operazione. Io non entrerb quia 
dire le ragioni , per le quali la riga ne fu esclusa. Le indovineranno 
facilmente tutti quelli, che hanno perizia di simil genere di lavori. Per 
accennare in generate i vantaggi , che ha il compasso sopra la riga, 
qualora si tratti di una descrizione precisa di linee , che non debbano 
temere I'esame del microscopic, basta avvertire, che trattandosi special- 
mente d'una riga alquanto lunga, e quasi impossibile ch' ella sia cost 
diritta, che ne garantisca per tutto il suo tratto delta posizione a luogo 
de' punti, che in essa sono. E sia pur essa rettissima. Sanno ipratici, 
che il dovere strisciare lungo essa colla punta che segna , porta seco 
una incertezza di parallelismo net moto dell' asse di questa punta , o 
di perfetto adattamento alto spigolo, che rende spesso inutile la sua 
massima perfezione. A queste due difficolta non va soggetto il com- 
passo. Qualora esso sia fermo nell'apertura, e finissimo nelle punte; 
centratane una immobUmente, il che non e difficile, I' altra scorrendo 
segna da se un arco cosi preciso ed esatto, che nulla piu. 



Nel leggere quelta descrizione awertii, che Graham ebbe quattro 
incomodi. TL primo fu , che dovette operare per via di teniativi. Pre- 
scindendo dall ' arco di sessanta gradi , che fu da lui deterrninato col 
raggio del cerchio; tutte le sue soddivisioni furono eseguite tentando. 
Gli Antichi non hanno somministrato mezzo di dividere la circonfe- 
renza di un cerchio col nolo compasso , aliro che in sei ; questo viene 
esposto e dimostrato nella proposizione decimaquinta del libro quarto 
d' Euclide. Non poti dunque Graham ottenere precisione geometrica fi . 
fuorche in un punto. 

II secondo incomodo fu la perdita di tempo , che necessariamente ; 
si consuma anche dai piu abili nei ientativi. 

H terzo fu I 'aver dovuto impiegare due piani; uno, ml quale fare . 
le prove; I'altro , ml quale trasportarne i risultati , che era lo stesso 
piano del quadrante. Cib m fece da lui per non guastare colle prove 
ml quadrante la superficie del lembo. 

H quarto fu I 'aver dovuto eseguire due divisioni di diverse specie, 
Siccome la divisione del quadrante in novanta gradi portava seco le 
soddivisioni di un arco in tre, e in cinque parti, e i tentativi di queste 
soddivisioni riuscivano imperfetti per la troppa accumulazione di er- 
rori; si voile da lui eseguire un'altra divisione del quadrante stesso 
accanto alia prima, la quale non procedesse, che per via di bissezioni. 
Diviso dunque I'arco di sassanta gradi in due parti, ed avuto I' arco 
di trenta, e quindi il quadrante diviso in tre parti; colle soddivisioni 
per due si ebbe in seguito la sesta, quindi la duodecimo parte ecc. fino 
a che tutto il quadrante restd diviso in parti novantasei. Essendo questa 
la divisione, che meritava piu fiducia ; I' altra divisione in novanta 
gradi , che era pur quella , che doveva immediatamente servire agli 
Astronomi , si confrontd , e si corresse sopra questa via d'una tavola 
calcolata all'uopo. 

Tutti questi inconvenienti furono forse la cagione , per la quale 
Bird si appiglib ad un altro metodo per dividere i suoi quadranti. 
Egli determinava gli archi perviadelle loi'ocorde, che prendeva sopra 
una scala di parti eguali. Ma nemmeno questa seconda maniera e li- 
bera d' imperfezioni ; poichb in primo luogo manca di precisione geo- 
melrica; ed in secondo luogo trasporta sul quadrante le inesattezze, che 
trovar si potessero nella scala. 

La considerazione dell' importanza degl'istromenti astronomici mi 
richiamd la mente a guardare il mio progetto delta Geometria del Com- 
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paafto sotto un punto di vista piu favorevole. Cominciai a credere, che 
avrei faito motto, se avessi potato dividere la drconferenza col solo 
compasso in piu parti, che in set. Quanto pia avanti avessi potuto 
spingere la soddivisione, e quanto piu questa fosse stata concorde colla 
divisione del quadrante in novanta gradi; tanto maggior servizio avrei 
prestato agli arte fid d' astronomia. Avrei procurato loro la precisione 
geometrica; avrei risparmiato loro il tempo de' tentativi, il doppioge- 
nere di divisioni, la necessitd di due piani, e I'uso non affdtto sicuro, 
e non geometrico delle scale. 

Mi restava solo il timore , che. anche trovandosi per awentura 
questo nuovo melodo, non riuscisse poi complicato, e lungo a segno di 
non essere piu abbastanza opportuno per I'uso. M' accinsi all' opera. 
Vedendo, che I'applicazione dell 'algebra alia geometria non m'assistiva 
motto in simtt genere di ricerche , m'aggirai per altre strode quasi 
semplicemente geometriche, che io qui indicherei se giovasse; ma siccome 
io non ho tenuto gran fatto una traccia costante nel mio cammino , e 
devo motto all 'accidente, che dopo varj andirivieni di ripieghi diversi, 
m'ha presentato, e non sempre cosi prontamente il risultato ch'io bra- 
mava, cosi non ne dird nulla. Forse altri potrd speculare un filo in 
questa dottrina, che conduca per ordine da un problema all' altro , e 
che se si fosse scoperto da principvo , avrebbe facilitata ed abbreviata 
I 'invenzione. 

II primo saggio delta mia riuscita I' indirizzai due anni fa con 
una lettera inserita nel Giornale Brugnatelli all' eccellente ariista il 
cittadino Annibale Beccaria, allora patrizio milanese, ed ora muni- 
cipalista e socio dell'istruzione pubblica, il quale att'psser fratello del 
celeberrimo autore de' Delitti e delle Pene aggiunge la gloria vera 
e propria d'eseguire , qualor gli piaccia, finissimi stromenti di mate- 
matica. Quel mio saggio consisteva nel metodo di dividere la circonfe- 
renza in ventiquattro parti coll' ajuto d' un solo punto preso fuori di 
essa. La costruzione di questa divisione k la piu semplice, che si possa 
sperare, e Vho ritenuta; I'altra in cento venti, che vi esposi, era troppo 
complicata; ora ne ho trovata una motto piu breve, e tale, che la credo 
la brevissima. V aggiunsi una spedita costruzione per avere le radici 
quadrate dall'uno sino alle died , che ho pur qui ritenuta. Gli altri 
problemi esposti in quella lettera siccome complicati, o di poca appros- 
simazione, qui sono omessi. 

Ora io sono giunto , come si vedra dal libro , a dividere pronto- 
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mente ta circonferenza in dugento quaranta parti con esattezza geome- 
trica per via del solo compasso e non adoperando altro cJie tre punti 
presi fuori delta circonferenza stessa. Ciascuna di queste parti riesce 
di un grado e mezzo delta divisione usata fin qui in gradi trecento 
sessanta. Divido , qualora piaccia ,' ogni arco in dice. Cid geometrica- 
mente. Per via di approssimazione divido la circonferenza col solo 
mezzo di quei tali tre punti in gradi e quarti di gradi senza V errore 
d'una sesta parte di minuto second o. Cogli stessi tre punti divido pure 
in minuti prtmi stando sempre al di sotto deW error d'un secondo. Che 
di questa precisione possano essere contenti gli astronomi, mi ha lusin- 
gato a crederlo il leggere , che nemmeno gli artisti piu celebri sieno 
passati oltre. 

Ma non mi sembrava aver fatto abbastanza se non serviva colle 
mie teorie anche alia nuova divisione del cerchio. E noto che i Fran- 
cesi felici di avere nel seno delta loro repubblica geometri prtmi nel- 
V Universo , secondando i loro consigli , hanno ftnalmente appagato i 
lunghi desiderj dei dotti col sanzionare in tutte le arti la sola divisione 
decimate. Questa divisione forse lentamente in altre provincie per Vurto 
dei pregiudizj, e piu per la riazione dell ' inerzia , ma invincibilmente 
' col tempo prendera piede dovunque abbia luogo qualche amore alle 
scienze , o un ben inteso interesse di commercio. Una delle divisioni, 
che dovevano riuscire piu difficili ad alterarsi era quella delta circon- 
ferenza del cerchio tra per rantichitd delta divisione in 360, e soddi- 
visione in 60 ricevuta dalle nazioni tutte; e per la fatica. necessaria a 
rifar le tavole trigonometriche in qualunque nuovo sistema. Ma I'energia 
d'una grande nazione che si rigenera, ha vinto tutto. Fissate quattro- 
cento parti, o gradi nella circonferenza , accib il quadrante , che e il 
fondamento delta trigonometria , resti diviso in cento , e ciascuna di 
queste centesime suddivisa in cento, e cosl via via; si sono gia calcolate 
e stampate le tavole dei seni naturali, e artiftziali di quelle; e perche 
nulla manchi ad assicurare , ed accrescere la precisione de' numeri, 
cospird la nuova scoperta de' Francesi di stampare con caratteri sal- 
dati in piombo; e si han gia tra mano queste nuove tavole di tale edi- 
zione chiamata stereotipa eseguita da Fjrmino Didot. Piu: se n'aspet- 
tano altre copiosissime con gran numero di decimali , che si stanno 
preparando sotto la direzione del celebre Prony da una moltitudine 
di attivissimi calcolatori. Tutto cid mi spinse a cercare un metodo al- 
meno d' approssimazione per dividere la circonferenza in tali nuovi 



gradi e minuti, e m' h riuscito col ministero di que' soli trepunii d*a- 
vere con abbastanza pochi giri di compasso questi gradi e minuti cen- 
tesimali senza il piccolo error d'un secondo. 

Se null' alt ro si fosse fatto , si sarebbe non ostante raccomandato 
abbastanza il maneggio del puro compasso. Ma strada facendo ho tro- 
vato non esserci problema di geometria elementare , che col compasso 
solo non si potesse risolvere ; in questo senso doe di trovar tutti quei 
punti , che si richieggono net problema per la posizione e. determind- 
zione delle retfe , che. v'abbisognano. Questo interessava la teoi^ia. Ho 
voluto esaurire I' argomento ; dare tutti gli dementi a tal uopo , e di- 
mostrare che tutti i punti che Euclide o altri elementaristi trovano col 
sussidio del compasso e delta riga congiunti; col solo primo stromento 
trovar si possono. 

Non tutti i vroblemi elementari sciolti col solo compasso hanno 
un'abbastanza semplice costruzione. Ardisco perb dire che la maggior 
parte dei piu necessarj son brevi e succinti a segno , che chi vorra ri- 
solverli nella pratica, trovera meglio servirsi del sol compasso per tro- 
varne i punti fondamentali , ripudiando la riga; le vie che propongo 
net libro giustificheranno quanto dico. 

Io non indicherb qiri tutti que' Problemi di simil genere , che mi 
sembrano di qualche importanza. Eccone non ostante. alcuni. Se si 
corra trovare col compasso solo il cenfro d'un cerchio ; si avra con 
pochi tratti speditamente. Egualmente si avranno le terze, e le quarte 
proporzionali; non dico le medie. Chi vorra costruire poligoni regolari 
non solo entro o intorno a cerchj dati, ma sopra basi date; ne avra il 
mezzo- facile nel compasso (1). Chi vorra trovare radici quadrate di 
mimeri, doe duplicare , o moltiplicare comunque di area quadrati , o 
cerchi, o figure simili di qualunque specie; lo far a presto per via del 
compasso. E tutto cib con geometrica precisione ; essendone capace la 
natura di tali problemi. Per approssimazione poi chi vorrd, avere 
una lunghezza eguale alia circonferenza d 'tin cerchio, o mi arco eguale 
al raggio, o un quadrato eguale ad tin cerchio, o un cerchio eguale ad 
un quadrato, o un cubo eguale ad. una sfera , o una sfera eguale ad 
un cubo, o un cubo doppio d 'un altro, o triplo, o quadruplo; potrallo 
avere impiegando sezioni d'archi, ossia determinando sempre. non con 



(1) Gli architetti xuilitari vi troveramio fors'e molte coae a proposito degli usi lero. 



altro che col compasso la lunghezza di que' lati o di quei raggi , che 
abbisogiiano alle richiesle figure. 

Ecco in breve quanto forma la Geometria del Compasso, che pretsento 
al pubblico. Quanta alle dimostrazioni, ho studiato di farle geometriche 
all' antica. Quetsfo m' e parso piu proprio delta natura de 1 miei pro- 
blemi, e piu bi*eve. Dovunque geometricamente erano per riuscir troppo 
lunghe, ho scorciato il cammino col calcolarlo. Ho dunque servilo ad 
un tempo alia brevita, alia chiarezza, ed alVeleganza quanto ho potuto 
farlo. Ho citato Euclide il gran maestro degli elementi. Dove occorrono 
proporzioni, i mtmeri dellej/roposizionich'iocito, son quelli del Tacquet. 
La ragione di cib e , che questo libro e piu nelle mani di tutti , che 
Vantico lento d' Euclide. Ho posti in carattere piii grandei paragrafi, 
che serviranno maggiormente agli artisti. Chi ne vuole la dimostra- 
zione, deve leggere tutto il libro. Chi non vuole che la parte pratica, 
potrd omettere quanto e stampato in minor carattere. Cib lo faranno 
gli artisti; lo fara chi non vuole che divertirsi col compasso. (1) A questo 
genere di divertimento ho assegnati molti problemi tratti da Pappo, 
dall'OzAJSAM, dal Simpson e da altri, che ho messi nel libro undecimo. 
Ecco tutto cib che io aveva a dire a' miei lettori sopra quesla Geometria 
del Compasso, che loro presento , la quale per la costruzione de' suoi 
problemi h la piu sevnplice e la piu elementare geometria che aver si 
possa; e che da nissuno finora, ch'io sappia, s' era toccata. 



il) Essentia lo acopo di questa riatanpa principalmente didattico, abbiamo creduto 
di non fare nel teste la detta distinzione, e tutto il libro e percid stampato hi on uulco 
corpo di carattere. 

Note dtll'Editora 



LIBRO PRIMO 



* PRKLIMINABE 



1. Chiamo Geometria del Compasso quella , che per via 
del solo compasso senza la riga determina la posizione dei 
punti. 

Dati per esempio due punti A ed E (fig. 1); se si cerehi il 
terzo D, che sia tan to lontano 
da ciascuno di essi , quanto 
essi lo sono tra loro ; si de- 
scrivano coll'intervallo, ossia 
raggio AE , e coi centri A, 
ed E i due cerchj EDB, AD V, 
che si tagliano nel punto D\ 
questo punto sar& il cercato; 
poiche sara lontano dai punti | 
A, ed E d'un intervallo egua- 
le ad AE (Prop. 1, lib. I 

Eucl.). Questo punto D si e trovato col solo compasso senza 
la riga. 

2. Puo accadere che la posizione di un punto si trovi 
col solo compasso; ma per dimostrare la proposizione ci sia bi- 
sogno di costruire la figura col mezzo della riga. 

Se per esempio, dati due punti A e B, che sieno lontani 
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tra loro d'un certo intervallo, che si 
prende per l'unita, ossia si fa — 1; si 
cerchi un punto D , che sia lontano 
da B deirintervallo BD=ys ; la solu- 
zione del Problema sara come segue. 

Col centro A, (fig. 2) raggio AB si 
descriva il cerchio BCD. Collo stesso 
raggio, centro B si descriva unarco, 
che tagli la circonferenza in C. Di 
nuovo collo stesso raggio, centro C si 

descriva un arco , che tagli la circonferenza piu oltre in D. 
Sara questo il punto cercato, e trovato senza la riga. 

Per dimostrare nondimeno, che sia 1' intervallo BD = y3 , 
vi sar& d' uopo di linee rette , le quali si segnano colla riga. 
Sia BE il diametro del cerchio BCD, e si guidino le rette BD, 
DE. Sara il triangolo BDE rettangolo in D (31, lib. III). Sara 
dunque il quadrato della BE eguale alia somma de' due qua- 
drati delle rette BD e DE (47 , lib. I) ; e pero il quadrato 
della BD sar& eguale alia diffesenza de' quadrati della BE e 
della DE. Ma essendo l'intervallo BC—CD=AB\ sar& ancora 
DE=AB (15, lib. IV), ossia DE—1. E ancora BE = 2. Sara 
dunque (BD) 9 , ciofe il quadrato della BD, eguale a 4—1=3; e 
per6 la sua radice BD=\/3 . II che era da dimostrarsi , e non 
si e potuto fare senza la riga. Questa proposizione e la 12 del 
lib. Xin d' Euclide. 

3. Dalla deflnizione di questa Geometria del Compasso 
(§ 1) e chiaro, che appartengono ad essa tutti i Problemi, che 
si possono sciogliere col compasso solo , benche per esso solo 
non si possano dimostrare; com'fe il Problema precedente (§ 2). 

4. L' uso di questa Geometria sara grandissimo, come ap- 
parira dagli esempj, nel trovare i punti in pratica colla maggior 
precisione possibile , e spesso molto piu speditamente col solo 
compasso, che chiamando in soccorso anche la riga. 

5. Sarfi, dunque nostro ufizio sciogliere i Problemi col 
solo compasso; sara poi lecito servirsi di dimostrazioni costruite 
secondo 1'uso col compasso e colla riga, al qual fine citeremo 
le proposizioni e i libri d' Euclide. 

6. Cosl poi verremo a capo di questo trattato , che non 
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abbia a mancare alcun elemento , perche col solo compasso si 
possano determinare tutti que' punti di qualsivoglia Problema, 
cbe lino adesso col cerchio e colla riga solevansi deterruinare. 

7. Non pertanto noi non porremo qui tutti questi Pro- 
blemi; ma dimostrati gli elementi necessarj e bastanti per tutti, 
tra essi sceglieremo un buon numero de' principali, ciofe tutti 
quelli, che ci sembreranno i piu utili, o per una certa eleganza 
pregevoli. 

8. Aggiungeremo qui in favore degli artisti , in grazia 
de' quali in gran parte quest'opera e stata scritta, che sapendo 
essi la molestia e il pericolo d'errare, che nasce dall'allargare 
e stringere il compasso a varie aperture precise; noi procure- 
remo di sciogliere i Problemi col minimo numero possibile di 
aperture di compasso. Sara poi anche meglio per l'artista averc 
in pronto tanti compassi fedeli , come li chiamano , ossia tali, 
che uno si possa assicurare, che conservino appunto l'apertura 
data ; quante sono le aperture , che richiede la soluzione del 
Problema. Poiche accadera spesso , che dovremo adoperar piu 
volte la stessa apertura dopo averne adoperata una o piu altre; 
cosl senza allargare o stringere un sol compasso, ripiglieremo 
quell'altro compasso messo da parte, che la conserva. A questo 
fine alcune volte chiameremo col nome di compasso primo, se- 
condo, terzo le aperture successive, colle quali verra sciolto il 
Problema. 

9.- Essendo oltre ci6 importante alia precisione pratica della 
posizione di un punto, che la sezione delle linee, che lo deter- 
minano, si faccia ad angoli retti o vicini al retto; faremo sempre 
in modo, che un arco tagli l'altro o ad angoli retti, se cio ne 
riuscira, o almeno ad angoli non mofto lontani dal retto. 

10. Per essere piu brevi, senza per6 riuscire oscuri, nello 
indicare le costruzioni delle figure adopreremo spesso alcuni com- 
pendj , che saranno tosto intesi al solo guardar la figura. Per 
esempio nella fig. 2 in luogo di dire : col raggio AB, e col cen- 
tro B si descriva un arco , che tagli la circonferenza BCD nel 
punto C. Poi collo stesso raggio , e col centro C si descriva un 
arco, che tagli la stessa circonferenza in D ecc.; diremo solamente: 
si faccia ad AB—BC=CD , ecc. Poiche e abbastanza chiaro» 
che i punti B } C, D, coi quali si indica la stessa circonferenza 
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BCD sono nella stessa ; cosicche non v* e alcun pericolo d' e- 
quivoco. 

11. Istessamente dati per esem- B A 
pio tre intervalli AB, CD, EF; se 

dir& : si faccia a CD = EG ; ad 

AB = FG; si dovra intendere che @ & 

dica : col raggio CD, e col centro E 

si descriva un cerchio, nella cui cir- n 

confererenza siailpunto G. Quindi 

coll'intervallo AB, e col centro F si 

descriva un altro cerchio, che tagli • j? 

il primo ml punto G. ' • 

12. Alle volte nelle dimostra- E 
zioni nomineremo alcune linee rette, 

che non saranno nelia flgura, nominando i due punti estremi, 
ai quali dovrebbero esser condotte ; come se nella figura del 
§11, nominassi la rctta AB , ovvero CD. Ci6 faremo quando 
non vi sara pericolo d'oscurita, per conservar nitida lafigara, 
e lasciare apparire meglio la costruzione fatta col solo cerchio. 

13. Lemma. Se co' due centri A, e B, e co' raggi AP ed 
AQ si descrivano degli archi, che si tagliano in P e p\ Qeg; 
i punti Q, P, p, q saranno nella 
stessa retta (fig. 3). 

Dim. Essendo per costruzione 
eguali rispettivamente tra loro tutti 
i lati de' triangoli APp, BPp; l'an- 
golo APp sara eguale all' angolo 
BPp (8, lib. I). Per la stessa si 
dimostra essere APQ=BPQ. Dun- 
que la somma de' due APp, APQ 
e eguale alia somma de' due BPp, 
BPQ. Ma la somma di questi quattro 

angoli e eguale a quattro retti (13 , lib. I, Coroll.). Dunque 
ciascuna delle somme di due eguali equivale a due retti. Dun- 
quela QPp e retta (14, lib. I). Nella stessa maniera si dimostra, 
che e retta la Ppq. Dunque i punti Q,P,p } q sono nella stessa 
retta. 

14. Stanti le stesse cose del § 13, le rette AB, Pp, cosi AB, 
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Qq si bipartiranno egualmente in M ad augoli retti , e le QP, 
qp saranno eguali. 

Dim. Poiche per 1' eguaglianza de' lati de' due triangoli 
APB, ApB si ha l'angolo PAB=pAB (8, lib. I). Ma e ancora 
APp=ApP (5, lib. I). Dunque anche AMP=AMp (Cor. Prop. 
32, lib. I). Dunque entrambi retti (13, lib. I). E sara Pp bi- 
partita in M per la dimostrazione della Prop. 10, lib. I. Nella 
stessa maniera si dimostrera , che si bipartono in M la Qq e 
la AB. Dalle eguali poi QM, e qM togliendo ie eguali PM, pM\ 
i residui QP, qp saranno eguali. 

15. Cor. Sara dunque (QMy=(AQf-(AMy (47, lib. I). 

16. Lemma. Stanti le stesse cose del § 13 , sara (AQ) 2 ~ 
=(APy+(PQf+Pp . PQ. 

Dim. Poiche e {AQf={APf-{-{PQJ-\-2MP.PQ (12, lib. II). 
Ma e 2MP=Pp (§ 14). Dunque ecc. 

17. Lemma. Sara pure (AQy=(Apy-\-(pQf~pP.pQ. 
Dim. Poiche h{AQf={Apf+{pQf-2pM.pQ (13, lib. II). 

Ma e 2pM=pP (§ 14). Dunque ecc. 

18. Cor. I. Essendo pQ=pP+PQ\ sara {pQf=pP . pQ + 
-f PQ .pQ (2, lib. II); quindi sottraendo pP .pQ si ha (pQ)*— 
—pP .pQ=PQ .pQ. E fatta la sostituzione di questo valore nel 
valore di (AQf del § 17, si avra {AQf={ApY+pQ . PQ. Donde 
sottraendo di qua e di la (Ap) 2 , nasce (AQ)*— (Ap) 2 —pQ . PQ. 
Se ora si eseguisca la moltiplicazione di AQ-\-Ap per AQ—Ap; 
si trovera (AQ+Ap) {AQ—Ap)={AQf—{Apf. Quindi si avra 
{AQ+Ap) (AQ—Ap)=pQ. PQ. Donde per la 16, lib. VI si de- 
duce l'analogia 

pQ : AQ+Ap : : AQ—Ap : PQ, 
ossia sostituendo AP in luogo di Ap, e invertendoalternativa- 
mente 

PQ: AQ+AP:: AQ—AP :pQ 
Da qneste due analogie vien espresso il celebre. 

Tear. In qualunque triangolo un lato qualunque sta alia 
somma degli altri due, come la loro differenza sta alia differenza 
o alia somma de' segmenti, che fa su quel lato la perpendico- 
lare condotta dall'angolo opposto, secondo che essa cade dentro 
o fuori del triangolo. 

19. Cor. II. Se sara AQ=pQ; tolti di qua e di la i due 
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termini eguali (AQY , (pQY , e aggiungendo d'ambe le parti 
pP . pQ; risultera pP .pQ=(Apy. 

20. Lemma. Stanti lc stesse cose (§ 13), se sia retto l'an- 
golo RpQ; sia poi l'angolo RpS=RpA; e pS—pR=pA; stirh AS 
parallela ed eguale alia Pp: 
e sara {AQY=(RQf-AS.pQ. 

Dim. Poiche se dai due an 
goli retti RpQ, Rpq (tig. 4) si 
sottraggono i due eguali RpA, 
RpS; rimarranno eguali gli 
angoli ApP, Spq. Ma ApP— 
=APp (5 , lib. I). Dunque 
Spq = APq. Dunque AP, Sp 
sono parallele (29, lib. 1). Ma 
sono anche eguali per costru- 
zione. Dunqtte le due AS, Pp 
sono eguali e parallele (33, 
lib. I). 

Si ha poi (RQY=(Rpf-\- 
+(pQf (47, lib. I)=(Ap)*+(pQY. E pel Lemma § 17, (AQf 
=(ApY+(pQY-pP . pQ. Dunque (AQY=(RQY~pP .pQ, ossia 
=(RQY-AS . pQ. 

21. Lemma. Stanti le stesse cose (§§ 13 e 20) sara (SQ) 1 
=(RQf + AS.pQ (fig. 4). 

Dim. Poiche se si faccia ST=Sp; pT=pP (§ 1); nei due 
triangoli SpT , APp si troveranno tra loro eguali gli angoli 
SpT, AI*p (8, lib. I); e perd PpT retta (27, lib. I). Sara poi 
(SQ)* = (pSf + (pQY + P Q.pT (§ 16). Ma e (pSY + (pQY = 
(pRY + (pQ)* = (RQ) 2 : ed e pT = pP=AS. Dunque (SQY = 
(RQY + AS.pQ. 

Dai due Lemmi precedenti segue per Corollario essere 
(AQY+(SQY-=2(RQY. 

22. Lemma. Se sara AQ=pQ~ BQ (fig. 4); e Ap=pB=pS, 
essendo pS sulla continuazione della Bp\ sara AS . pQ,=(ApY • 

Dim. Avendo i triangoli isosceli AQp , BQp i lati eguali 
tra loro; sara l'angolo QpA — QpB (8, lib. I). Sara, poi l'an- 
golo ApB, che e la somma dei due, eguale anche alia somma 
de' due angoli SAp , ASp (32, lib. I), i quali essendo eguali 
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tra loro per essere isoscele il triangolo ApS (5, lib. I) ; Sara 
ciascuno d'essi eguale all' angolo ApQ=pAQ (5, lib. I). Sara 
dunque il triangolo pAS simile al triangolo QpA (32, lib. I, 
4, lib. VI); e quindi pQ:Ap::Ap: AS, e AS.pQ= (Apf (17, 
lib. VI). 

23. Lemma. Se si AB=AC=BD; e AD=BC; sara (fig. 5) 
DC. AB=(ABf—(ADf. 

Dim. I due triangoli ADB, ACB; avendo i lati rispetti- 
vamente eguali , saranno eguali (8 e 26, libr. I). Essendo 
poi posti tutti e due sulla stessa base AB; 
saranno fra le stesse parallele DC , AB 
(39, lib. I). Se dunque sulla BA si prende 
BE = DC; sara DE uguale e parallela 
alia BC (33, lib. I), e uguale ancora alia 
DA. Quindi i due triangoli isoseeli BDA, 
DAE , che hanno un angolo comune in 
A , saranno simili (5 e 32, lib. I, e 4, 

lib. 6.) , e sara AB : AD : : AD : AE ; quindi AB. AE — {ADf 
(17, lib. VI). Si ha poi AB. AE+AB. BE = (ABf (2, lib. II). 
Quindi ad AB. AE sostituendo (AD} 1 , e a BE sostituendo DC-, 
si ha (ADf+AB. DC=(ABf. E sottraendo (ADf, si avra DC. 
AB=(ABy—(ADf. 

24. Lemma. Se nel cerchio B jx al raggio AB si alzi nel 
centro A la normale Ae eguale alia corda BG dell'arco B \t. G; 
e fatto centro in e col raggio AB si de- 
scriva un arco, che tagli la circonferenza 
in |x ; sara 1' arco B \i eguale alia meta 
dell'arco B [* G. 

Dim. Per l'eguaglianza de' lati de' 
due triangoli ABG, A|*e (fig. 6) e Tan- 
golo GAB^A^e (8, lib. I). Si divida per 
meta l'angolo A\ie colla retta \t.M; essendo 
isoscele il triangolo \tsA, l'angolo \teM = %\t.AM; quindi nei due 
triangoli (xeilf, \t.AM, essendo eguali tra loro gli altri due angoli, 
sara anche )xMe=y.MA (Coroll. 32, lib. I); quindi \>.M normale 
alia Ae (13, lib. I), e quindi parallela alia AB (29, lib. I), e 
s ara 1'angola ^.4=1x^5 (27, lib. I), sara dunque jxAB la meta 
dell'angolo GAB, e per6 anche Tarco B)x meta dell'arco BpG. 
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25. Se nel parallelogrammo ABMN sara la diagonale .M4 
eguale ai lati opposti MB, AN; sara il quadrato dell'altra dia- 
gonale BN eguale al quadrato della pri- 
ma aggiuntivi i due quadrati degli altri 
due lati. 

Dim. Si divida AB per meta in m 
(fig. 7) colla perpendicolare Mm (10, 11, 
lib. I), e sopra la BA continuata siprenda 
An=Bm; sara mn = BA = MN ; e perd 
MNnm parallelogrammo (33, lib. I) , e 
sara retto 1' angolo N n B (27, lib. I). 
Quindi (BNf=(AB) 2 + (AN/+2AB. An (12, lib. II). Ma An = 
V, AB. Dunque (iVB) 8 = (4 AT/ + 2 (^5) 8 = (,4JV)* -f (ABf + 
(itfiV) 2 . 

26. Se in qualunque triangolo BPE si tagli in due egual- 
mente la base B E in A, e dall'angolo opposto P si guidi la i>4 
(fig. 8); sara la somma de' quadrati dei 
lati BP e PE eguale alia somma de' 
quadrati eguali dei due segmenti, ag- 
giuntovi il doppio quadrato della AP. 

Dim. Poiche se si cali il perpen- 
dicolo PR sulla base BE; sara (BPf 
=(BAf-\-(AP) i +2 BA. AR (12, lib. II). Sara pare (PEf=(AEf 
+(APf—2 AE. AR (13, lib. II). Fatta dunque la somma dei 
valori dei due quadrati (BP) 2 e (PEf, essendo BA=AE; sara 
(BPf +(P Ef = (BAf -f (AE? + 2 (APf = 2 (ABf + 2 (APf. 




LIBRO SECONDO 

DELLA DIVISIONE DELLA CIRCONFERENZA 
E DEGLI ARCHI DEL CERCHIO. 



27. Prob. Dividere la eirconferenza del cerphio BDd in 
quattro parti eguali (flg. 9). 




Sol. Nella stessa eirconferenza di faccia al raggio AB=Bc 
-BC=CD=DE=Ed col primo compasso (§ 10, 8). Sara dc= 
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cB^BA (15, lib. IV). Si faccia a BD—Ba=Ea col 2° compasso; 
ad Aa=BF—Bf col 3° compasso. Si avra divisa la circonferenza 
in quattro parti eguali BF, FE, Ff, fB. 

Dim. Essendo BAE un diametro (15, lib. IV); e aveiido i 
triangoli aAB, aAE tutti i lati eguali, e perd eguali gli angoli 
aAB, aAE (8, lib. I); questi saranuo retti (13, lib. I). Dunque 
(aBf=(ABy+(aAy (47, lib. I); e sottraendo (ABf da tutte due 
le parti, si ha (aB) 2 — (AB) 2 =(aAy. Si faccia per brevita AB=l; 
sara (aBf=(BD) 2 =3 (§ 2). Sara dunque (aAf = 3 — 1 = 2, e 
quindianche {BFf={aAf=2=\+l={ABf-\-{AF 2 ). Dunque nel 
triangolo FAB l'angolo FAB sara retto (48, lib. I), e per6 an- 
clie l'angolo FAE (13, lib. I). Saranno dunque gli archi BF, 
FE eguali tra loro , e quarti di cerchio , come pure gli archi 
Bf, fE. 

28. Cor. Essendo retti gli angoli BAa , BAF ; i tre punti 
A, F, a saranno nella stessa retta. 

29. Abbiamo dunque gia la circonferenza divisa in due parti 
eguali per esempio nei punti B ed E\ in tre parti, come ne' 
punti B, D, d (15, lib. IV); in quattro parti ne' punti B, F, E, 
f (§ 27); in sei parti nei punti B, C, D, E, d, c. (15, lib. IV). 

30. Prof). Dividere una circonferenza in otto parti eguali. 
Sol. Stanti le cose come al § 27. (fig. 9), si faccia ad 

AB = aG = aH compasso 1°, ad Aa — Gg = Hh compasso 3°; 
sara anche ad Aa = gh; e la circonferenza sara divisa in otto 
parti eguali ne' punti B, G, F, H, E f h, f, g. 

Dim. Poiche essendo {Aaf = 2 (§ 27); sara {Aaf = {AG)\ 
-f (aGf. Sara dunque retto l'angolo aG A (48, lib. I). Quindi 
pel triangolo isoscele aGA gli altri due angoli GAa, GaA tra 
loro eguali (5, lib. I) saranno semiretti (32, lib. I). Dunque l'an- 
golo GAF, che e lo stesso coll'angolo GAa (§ 28), sara la meta 
di BAF. Dunque anche l'arco GF=BG. Ma per costruzione e 
Gg=BF (26, lib. III). Dunque tolto di qua e di la BG-, sara GF 
=Bg. Nello stesso modo si dimostrera, che gli altri archi sono 
eguali. Sara dunque la circonferenza divisa in parti eguali cia- 
scuna alia meta del quadrante, e per6 in otto. 

31. Prob. Dividere la circonferenza in dodici parti eguali. 
Sol, Stanti le cose come nel § 27 (fig. 9), si faccia ad AB 
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^ FN == Nn = F0 = Oo. Sara la circonferenza divisa in dodici 
parti eguali ne' punti B, N, C, F, D, 0, E, o, d, f, c, n. 

Dim. Poiche tolti via gli archi eguali BC, DE dagli eguali 
BF , FE ; gli archi, che rimangono CF , FD saranno eguali. 
Essendo dunque CD la sesta parte della circonferenza (§ 29) ; 
sara CF la sua meta, cioe la duodecima. Sara ancora CF~ CN 
a cagione di FN= CD; cosl pure CN=NB a cagione di FN= CB. 
E nella stessa guisa si dimostrera, che tutte le altre sono duo- 
decime parti della circonferenza. 

32. Prob. Dividere la stessa circonferenza in ventiquattro 
parti eguali. 

Sol. Stanti le stesse cose come sopra (fig. 9) (§ 30 e 31); 
si faccia ad AB=GL=LM=Gk=ki=HI=IK=Hm=ml com- 
passo 1° e sara fatto. 

Dim. Poiche se dagli archi eguali OF, OB (§ 30) si sot- 
tragono gli eguali CF, NB (§ 31); resteranno eguali GC, GN-, 
ed essendo CN una duodecima parte della circonferenza (§ 31); 
saranno GC , GN ventiquattresime parti di essa. Essendo poi 
FN=GL; tolto via FG; sara NG=FL. Dunque anche FL sara 
una ventiquattresima e la meta di FD (§ 31). Nello stesso modo 
si dimostrera essere eguali a questi gli archi DH, HO, FI, IC, 
cosl tutti gli altri determinati qui sopra. 

33. Noi ci siamo qui serviti senza citarle delle Prop. 26 e 
27 del lib. Ill d'Euclide, che in un cerchio o in cerchj eguali 
le rette eguali sottendono archi eguali; il che faremo anche in 
seguito per brevita. 

34. Gli antichi per via del centro A col raggio AB e col 
solo compasso divisero la circonferenza in sei parti eguali. Le 
altre divisioni le ottenevano col compasso e colla riga, prendendo 
varj punti fuori della circonferenza. Ora noi abbiamo trovato 
un punto a tale, che solo basta a dividere la circonferenza in 
ventiquattro parti eguali col solo compasso. II che & nello stesso 
tempo piu spedito e comodo, e porta ad una divisione pratica 
molto piu accurata dell'antica. 

35. Pu6 sembrare elegante la serie delle aperture de' tre 
compassi, che bastano a questa divisione. Poiche si trova l'aper- 
tura del primo = yT, del secondo == yU, del terzo = yH. 

36. Lemma. Se nel cerchio BGE sia il raggio AB=1; sia 
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poi l'arco BG un'ottava parte delia circonferenza; sara il qua- 
drato del la sua corda BG, ossia (BG)* 
= 2 — y 2 (fig. 10). 

Dim. Sul diametro BE si cali taj 
perpendieolare 6r/\ Nel triangolo rvA 
tangolo GPA a cagione dell'angolo ae 
miretto GAB sara semiretto ancorai 
AGP (32, lib. I). Baranno dunqtn 
guali i lati GP, PA (6, lib. I). E poi 
(AGy=(PG?+(AP? (47, lib. I). Dun- 

que {AGf = 2 (4P) 2 ; quindi 2 (^Gj-* = 4 (AP? , ossia 2 = 
(2 ^P) 2 , e quindi yg = 2 ^4P; 4P = */ g y*2; BP=AB—AP=1 
— */j y"2. Si ha poi, essendo retto 1'angolo #6r.E (31, lib. Ill), 
ZfP : .»# : : ## : AE (8, 4, lib. VI); quindi (17, lib. VI) (GB? = 
JW. BE=2BP. Dunque (U#)* = 2 — y "2. 

37. Ijemma. Stanti le stesse cose del § 36, sara il quadrato 
della GE corda di tre ottave parti della circonferenza , ossia 
(GE? = 2 + y"2\ 

Dim. Poiche sara (BE? = {GE? + (BG) 2 (47, lib. I). Ma 
(BE? = 4; (^^) 2 ■_-= 2 - y 2 (§ 30). Dunque 4 = (G.E) 2 + 2 - 
y"§, e togliendo 2 , ag- 
giungendo y"2, si avra 
2 + y"2 = (f/E)» . 

38. Prob. Essendosi 
gia divisa la circonfe- 
renza in ventiquattro 
parti (§ 3 2) egual i ; suddi- 
viderla in quarantotto. 

Sol. Si faccia ad 
aN= Be = Ee (§ 11) 
compasso 4° ; ad AB = 
<?[A = ev compasso 1°. 
Saranno ify, p.^, Mv, 
vO (fig. 11) quarantot- 
tesime parti della cir- 
conferenza. 

Dim. Se si conce- 
piscono guidate le rette Aa, Nn, aN, aB (§ 12); essendo retto 
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1' angolo BAa (§ 27); e l'angolo BAN=BAn (§31), e i tre 
raggi AN, AB, An eguali ; sara ( a Nf = (aBf — Nn. Aa 
(§ 20); per6 a cagione di aN=Be , sarA, pure (Be) 2 =• (aBf — 
.tfh. ^4a. Essendo poi i triangoli eAB,eAE a cagione de' lati rispet- 
tivamente eguali, rettangoli in A (8 e 13, lib. I) ; sara (Bef = 
(ABf + (Aef (47, lib. I). E p er6 (ABf + (Aef = (aBf - Nn. 
Aa. Ma e (aBf = (ABf -f (Aaf . Sard, dunque {ABf + (^ie)* 2 
= (ABf + (4a)2 - JVh. Aa ; quindi sottraendo (^B) 2 , si ha 
(i«)3 = (Aaf - iVn 4a. Ma (Aaf = 2 (§ 27), e Nn = 1 ; es- 
sendo Mi corda d'una sesta della circonferenza (§ 31). Dunque 
(Aef = 2 — y~2 = al quadrato della corda dell' arco BO , che 
e l'ottava parte della circonferenza (§ 30, e 36). Sara dunque 
l'arco B\*. = y.G (§ 24). Se poi da questi archi si sottraggono 
gli archi eguali BK, NG (§ 32); saranno gli archi K\l, \lN e- 
guali. Essendo dunque l'arco KN lavigesimaquarta parte della 
circonferenza (§ 32); saranno le sue meta, ossia gli archi K\t., 
y.N, e per la stessa ragione gli archi Jlfv, vO, la quarantottesima 
parte della circonferenza. 

39. Stanti le stesse cose potrebbe chi volesse, col solo ajuto 
dei quattro compassi indicati qui sopra, dividere tutta la cir- 
conferenza in quarantotto parti eguali (§ 8), (fig. 11). Poiche 
se pel primo compasso di apertura = AB si divida la circon- 
ferenza in sei parti cominciando dal punto jx , si bipartiranno 
gli archi IF, HO , mo, fl, ng. Dividendo poi la circonferenza 
in sei parti cominciando dal punto v, resteranno divisi gli ar- 
chi oh, fi, nk, NG, FL> Dividendo poi la circonferenza in quat- 
tro parti col terzo compasso di apertura eguale ad Aa comin- 
ciando dal punto jx, resteranno divisi gli archi LD, ic; comin- 
ciando poi dal punto v, resteranno divisi gli archi IC , Id. In 
seguito dividendo la circonferenza in sei parti eguali di nuovo 
col primo compasso, ma cominciando dagli ultimi punti trovati 
col terzo compasso, resteranno divisi per meta tutti gli altri 
archi. 

La dimostrazione e simile a quella del § 32. 

40. Prob. Dividere la circonferenza BDd in cinque parti 
eguali. 
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Sol. Stanti le cose come nel Problema § 31, si faccia ad 
Aa=Nb=Ob, compasso 3° (fig. 12). Si faccia a Bb=BQ. 

Sara larco BQ la quinta parte della circonferenza. 

Dim. Se si concepiscano condotte due rette NO, AF, che 
si tagliano in X; a cagione dei triangoli equilateri FN A, FOA 
la retta FA sara bipartita in X (10, lib. I); cosl pure NO (§ 14). 
Essendo poi Parco NFO eguale all' arco BCD (§ 31) , sara il 
quadrato della sua corda NO eguale al quadrato della corda 
BD=3 (§ 2) , il quadrato poi della sua meta NX , ovvero 
(NX)*= 3 / t (per Coroll. della Prop. 4 , lib. II). Sono poi nella 
stessa retta i punti b , A , X , e il triangolo NbX rettangolo 
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(g 12, 13, 14); cosl (Nbf = (4a)2 = 2 (§ 27). Laonde (X6)» = 

(JV6p - (JVZP (47, lib. I) = 2 — i- = -?- — 4- = -?-• Ma per 

4 .4 4 4 

1' angolo retto X4i* lo stesso che FAB si ba (£X) 2 = (ABf 

+ (4X)« (47, lib. I). 

Ed e (AXy = 7 4 (AFf (per Coroll. Prop. 4 del II). Sara 

dunque (BXf —, 1 + ~ = A — (^fc) 2 . Dunque le rette #X, 

4 4 

X6 sono eguali. Sar& dunque questo punto 6 quello stesso, che 

adopera Tolomraeo nel primo Libro dell' Alraagesto per iscri- 

vere un pentagono, e un decagono equilatero ed equiangolo 

nel cerchio. Vedi la dimostrazione del Clavio nello Scolio alia 

Prop. 10 del Libro XIII d'Euclide. Vedi ancora i Humeri seguenti 

(§ 45 ecc.), dai quali risultera la dimostrazione intera di questa 

Proposizione e delle seguenti. 

41. Prob. Dividere la circonferenza in dieci parti eguali. 
Sol. Stanti le cose come nel Problema precedente (§ 40), 

si faccia ad Ab = BP, sara BP = PQ, archi eguali alia de- 
cima parte della circonferenza (fig. 12). 
Dim. Vedi 10, lib. XIII d'Eucl. 

42. Prob. Dividere la circonferenza in centoventi parti eguali. 
Sol. Stanti le cose come ne' Problemi §§ 32 e 40 , sara 

QT la centoventesima parte della circonferenza (flg. 12). 

Dim. Poiche l'arco BI e eguale a cinque> ventiquattresime 
della circonferenza (§ 32) , e 1' arco BQ eguafe a una quinta. 

Dunque QJ=BI-BQ=^- — = . S 
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43. Potra chi voglia con soli quattro compassi, ossia quattro 
aperture d'un compasso, e con soli due punti presi fuori della 
circonferenza, cioe coi soli due punti a e b , dividere la cir- 
conferenza del cerchio in centoventi parti eguali. 

Poiche col punto a , e con tre compassi avendo divisa la 
circonferenza in 24 parti (Probl. § 32) , e avendo trovato il 
punto b (§ 40); si faccia col quarto compasso ad Ab=BP=PQ 
= QR=RS, a cui sara pure eguale SE (§ 41). Ora per dividere 
Parco NG in cinque parti eguali, ciascuna delle quali sara una 
centoventesima ; si faccia ad Ab=Lq—qp=iK=zO$=z$v>=vu$. Si 
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avra diviso l'arco NG in cfrique. parti eguali. Nello stesso modo 
si potranno dividere tutti gli aKri archi GC, CI, ecc. 

Dim. Poiche essendo BQ=RE; BF=FE; IF=FL\ sara 
anche IQ=LR, ed essendo Lq— QR; sara anche Qq=LR—QI. 
Nello stesso modo essendo QP=qp; sara anche Qq = Pp—QJ. 
Pari men te a cagione di lie = QP, sara 7cP — QI. Essendo poi 
Otoi=BQ; 01= IB; sara ancora iio = Q/. Inoltre a cagione di 
uKp=iir ; sara Jw=cpic = Q/. Essendo poi 0<p = Op + pw + w <p = 
SP + PQ + QR=BR, tolti di qua e di la gli archi eguali OG, 
BL; si avra il residuo Gf=LR=QI. Finalmente a cagione di 
BI—LNf tolti gli archi eguali BQ, Lp, sara il residuo QI=Np. 
Si sara dunque diviso l'arco NG ne' cinque archi Np,pP, Pk, 
wep, cp G eguali ciascuno all'arco QJ, e pero eguali tra loro. Essendo 
poi NG una ventesimaquarta della circonferenza (§ 32), sara 
ogni sua quinta parte una centoventesima della circonferenza. 

44. Abbiamo dunque ormai diviso col solo compasso la cir- 
conferenza in tutte quelle parti eguali , le quali si ottenevano 
dagli antichi inscrivendo al cerchio i cinque poligoni regolari 
triangolo. quadra to, pentagono, esagono e decagon o, impiegando 
insieme il compasso e la riga. E poi riuscito di sommo comodo 
V aver potuto ottenere tutto ci6 coll' assumere solamente due 
punti fuori della circonferenza cioe a, e b, e coll'impiegare so- 
lamente quattro aperture di un compasso , ossia quattro com- 
passi (§ 43, 8). Chi vorra fare il confronto di questo metodo, 
col metodo conosciuto potra giudicare della sua semplicita e 
speditezza, e della sua precisione nella pratica. 

45. Essendo pel § 40 

Xb+XF=Fb=Xb+XA 
A b=Xb-XA 
sara Fb. Ab=(Xby-(XA) 2 

=(XB) 2 -{XAy ={AB) a 
ossia Fb . Ab=(FA)-; quindi la Fb sara divisa in A in estre- 
ma e media ragione (30, lib. VI). 

46. Sara quindi Fb . Ab=(FA-\-Ab) . Ab=(fAf = (fA+Ab) . 
Ab=fA.Ab+(Abf =fA.(fA—fb)+(Aby =(fAf -fA.fb+{Abf. 
Avendosi dunque (fA? = (fA? - fA . fb+(Ab? , tolto (fAY , e 
aggiunto fA.fb; si avra fA /fb=(Ab? . Quindi anche la Af 
sara divisa in h in estrema e media ragione. 
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47. Se col centro f, raggio bA si tagli la circonferenza in 
T\ sara Tf=Tb = bA. Poiche si avra fA.fb = {Ab? (§ 46) 
=(27)2 . E quindi (17, lib. VI) fAi fT: : fT: fb. Dunque i due 
triangoli fAT, fbT, che hanno l'angolo comune in f, avranno 
i lati che lo contengono proporzionali ; e quindi (6 , lib. VI), 
saranno simili. Sara dunque isoscele anche il triangolo fbT, e 
sara Tb=Tf. 

48. L'angolo TbA=Tfb+bTf{S2, lib. I)= Tbf+bA T, e aggiun- 
gendo Tbf; sara TbA + Tbf=2 Tbf + bA T; ma TbA + Tbf = due 
retti (13, lib. I). Dunque 2Tbf+bAT=due retti. Ma Tbf=bAT 
+bTA (32, lib. I) = 2bA T (5, lib. I). Dunque 2Tbf+bAT=5bAT 
= due retti. Quindi 1' angolo bAT, che e lo stesso coll' angolo 
fAT, sara una quinta di due retti, e l'arco fT una decina della 
circonferenza. 

49. Se si piglia la corda ft=fT\ sara pure bt = ft (§ 47), 
e le due tT , bf si taglieranno per meta ad angoli retti in un 
punto y (§ 14); e sara {Tf? = {Tyf + {fy? ; quindi 4(Tf? = 
= 4 (Ab)* = 4 (TV) 2 + 4(fyy = {Tty + (fb)* ; quindi {Tty 
= 4 {Ab? - {fb? . Ma {fb? = {fA—Ab? = (Z^) 2 - 2/^4 . 46 + 
(Ab? . Dunque (7Y) 2 = 3 {Ab? - {fA? + 2fA . 4fc . Ora 2fA . 
Ab = 2fA . {fA - fb) = 2{fA? - 2fA . fb = 2{fA? - 2(Ab? . 
Dunque {Tt? = 3(Ab? - (fA? + 2{fA? -2(Aby ={fA? + 
{Ab? = (5^)2 -f (^6) =.• (^) 2 ; e quindi Tt^Bb. Ma ZY e corda 
di due decirae , ossia d' una quinta parte della circonferenza. 
Quindi ancbe Bb. Quindi 

50. Nel triangolo rettangolo ABb il quadralo del lato del 
pentagono e eguale alia somma de' quadrati dei lati dell' esa- 
gono e del decagono. Questa e la 10, lib. XIII d'Eucl. 

51. I lati del triangolo rettangolo ABb sono corde di archi, 
che sono in progressione contrarmonica. Poiche questi archi 
sono Vs» Vo» Vio della circonferenza. Si trova poi 

"5 T : 6 10 : ! 10 : "5 ' . 

52. Essendo fb : bA : : bA : Af (§ 46); e ancora fb:bA: : bA: AF: 
e quindi il diametro Ff resta diviso ne' punti A e b in tre 
parti continuaraente proporzionali. 

53. Prob. Dividere la circonferenza in venti parti, ossia tro- 
vare una ventesima parte di essa. 



28 

Sol. Stando le cose eonie al § 40 ; nel quadrante BVf si 
faccia a Bb—fV. Sara l'arco BV una ventesima. 

Dim. Poichee BV=Bf~fV=— — ~ (§ 40) = i. 

4 5' 20 

i4/<ra #o/. Stando pure le cose come al § 40; nel quadrante 
BVf si faccia ad AB—bV. Sara l'arco BV una ventesima. 

Dim. Essendo Ab corda d'una decima: sara 1' arco B V la 
meta d'una decima, ossia una ventesima (§ 24). 

54. \ cagione di TT>= VA il triangolo A Vb e isoscele come 
bTf. Inoltre essendo FA : Ab : : Ab : bf (§ 52), ossia sostituendo 
valori eguali VA : Ab: : Tb: bf: i due triangoli isosceli avranno 
i lati proporzionaii: quindi saranno simili (6, lib. VI). 

55. Essendo pure bF:FA:: FA : Ab (§ 45; e 17, lib. VI); so- 
stituendo valori eguali, si avra BF: bV: : bV: Ab. E per6 nei 
due triangoli bFV , bVA si avranno i lati proporzionaii, che 
formano 1' angolo comune in b. e per6 i triangoli saranno si- 
mili (6, lib. VI). Sara dunque isoscele anche il triangolo bFV, 
e sara FV=Fb. 

56. Essendo 1' arco fV una quinta (§ 53) ; fT una decima 
(§47); sara pure TV una decima; quindi la corda TV — Tf— 
= Tb=bA. Ma e anche Vb=TA (§ 53). Dunque i due triangoli 
VTb, TbA avranno tutti i lati rispettiyamente eguali, e saranno 

eguali (8, 4, lib. I). 

57. Prob. Dividere una circonferenza in 240 parti eguali. 
Sol. Stanti le cose come al § 43 (fig. 12) per mezzo dei 

§§ 38 e 39 si divida egualmente in due, l'arco NG in 8. Si pud 
far questo facendo al raggio del cerchio ev eguali le corde vfi, 
p8. Saranno i due archi PS, 8tt ciascuno una ducentoquarante- 
sima. Vedi ancora § 58. 

Dim. Poiche sottraendb dalle due meta A T 8 , C?8 gli archi 
eguali NP, Gk (§ 43); restera P8=Stt. Ma Pw e una centoven- 
tesima (§ 43); dunque ecc. 

58. Con una apertura di compasso presa dal punto 8 ad un 
qualunque punto per esempio N della divisione gia ottenuta al 
§ 43, si potra proseguire a dividere in due tutte le parti cen- 
toventesime di quel §. Per esempio, con questa apertura fatto 
centro in p si dividera l'arco itf, fatto centroin P, sidividera- 
l'arco fG } e cosl via via. 
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59. I tre punti a, e h (fig. 12), ed e (fig. 11) sono somma- 
mente osseryabili. Poiche col mezzo di que' soli presi fnori della 
circonferenza abbiamo diviso la stessa in ducentoquaranta parti 
eguali, e siamo pure arrivati a determinare una ducentoqua- 
rantesima parte per via di sole cinque aperture di compasso, 
cioe AB , BD , Aa , aN ., Ah. Potendo questi servire ad altri 
molti usi insigni nel seguito ; troveremo per rapporto ad essi 
tre equazioni fondamentali , dalle quali ne ricaveremo a suo 
luogo altre dodici, e ne dimostreremo gli usi, quandone verra 
l'occasione. 

60. Prob. Dividere un qualunque arco BO in due parti e- 
guali in Gg(Fig..l3). 

Sol. Col raggio AB, col 
qtiale b stato descritto l'arco 
BC, che si deve dividere, e 
coi centri B e C } che sono 
i due punti estremi dell 'arco, 
si descrivano gli arclii AD, 
AB. Si faccia a BC=AD=AE 
(§ 10). Poi coi centri D ed 
E, e col raggio DC — BE si 
descrivano due archi ? che si 
tagliano in F. Ora col raggio AF, e cogli stessi centrj D ed 
E si descrivano due altri archi, che si tagliano in G. Sara il 
punto G nella circonferenza, e sara l'arco BG—GC. 

Dim. Essendo eguali i lati rispettivamente nei tre trian- 
goli DBA, BAG, ACE; sara l'angolo BOA — CAE (8, lib. I). 
Quindi BC parallela ad AE (28, lib. I). Quindi BAEC sara un 
parallelogrammo (33, lib. I). Nella stessa maniera si provera, 
che e un parallelogrammo BCAD. Si ha poi nel parallelogram- 
mo BCAD la diagonale AB eguale ai lati opposti BD , AC. 
Dunquc il quadrato della diagonale DC sara eguale alia somma 
del quadrato dell'altra diagonale AB e de' due quadrati de' 
due lati AD, BC (§ 25); ossia sara (DCf = (AB)* + 2 (AD) 2 . 
Essendo poi alia retta BC parallele le due DA , AE ; i punti 
D,A,E saranno nella stessa retta. In oltre avendo i triangoli 
FAD, FAE tutti i lati eguali; saranno eguali gli angoli FAD, 
FAE (8, lib. I), e pero entrambi retti (13, lib. I). Sara dunque 
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(DFf = (AD) 2 -f (AFP ; ma (DF)* = (DC? . Dunque (AD)* 
4- (AF)* = {ABf + 2 (AD)* ; e tolto (4Z))2 sara (AF)* = (45)2 
-f (A Z>) 2 . Ma (.a F) 2 = (Z> 6?;« . Dunque (Z> G) 2 = (^B)»-|- 
(^D) 2 . Ma perche i triangoli GAD, OAE hanno i lati eguali; 
gli angoli GAD, GAE sono eguali, e retti (8 e 13, lib. I). 
Dunque (DGf = (AGf + (A.D)* • Dunque AB = AG ; e perfc 
il punto G e nella circonferenza. Tolti poi dagli angoli retti 
GAD, GAE gli angoli eguali BAD, CAE; gli angoli BAG, GAC 
restano eguali. Dunque 1' arco B C si e diviso egualmente in 
due in 6? (33, lib. VI). 

61. Aw. Se Parco da dividersi fosse assai piccolo come be 
(fig. 13), sarebbe meglio in pratica aggiungervi di qua, e di la 
archi eguali un poco grandi, come bB, cC, e tagliare poi per 
mezzo l'arco BC in G, dove sara pure diviso per mezzo Parco 
6 c. 

62. Se liarco da dividersi fosse troppo grande come PGQ 
(fig. 13) ? sarebbe spediente toglier da esso di qua e di la archi 
eguali PB, QC, acciocche riuscisse mediocre P arco df mezzo 
BC; quindi divider questo per meta in G , dove restera pure 
diviso .per meta P.arco PGQ. 

63. Ecco dunque che tutto ci6 , che appartiene alle divi- 
sioni della circonferenza , o degli archi del cerchio , e che si 
pu6 eseguire col compasso e colla riga, si pud ancora ottenere 
col compasso solo. 



LIBRO TERZO 

DELLA MOLTIPLICAZIONE E DIVISIONE 
DELLE DISTANZE IN LINEA RETTA 



64. Prob. Duplicare la distanza AB (fig. 2). 

Sol. Col centro A, raggio AB si descriva una semicircon- 
ferenza BCDE; cioe si faccia ad AB = BC — CD= DE (§ 10). 
Sara la BAE retta, e doppia della AB. 

Dim. Vedi la 15, lib. IV. 

65. Prob. Triplicare, quadruplicate ecc. una distanza AB. 
Sol. Alia AB (fig. 1) si aggiunga 1'eguale AE (§ 64). Collo 

stesso metodo s'aggiunga 1'eguale EV ecc. Sara la BAEV retta 
eguale a 3 A B. Collo stesso metodo seguitando si quadrupli- 
chera ecc. 

Dim. La BAE e retta (15, lib. IV); istessamente la AEV\ 
dunqfue ecc. ecc. 

66. Prob. Dividere in due parti eguali la distanza AB, os- 
sia trovare il punto M , che e sulla retta A B alia sua meta. 

Sol. J. Descritta la semicirconferenza 
BCDE (§ 64) (fig. 14), col centro E, raggio 
EB si descriva un arco indefinito PBp. Col 
centro B, raggio BA si descriva la se- 
micirconferenza p A P m. Col centro P, 
raggio P B si descriva 1' arco B M. Si 
faccia a Pm = B M. Sara M il punto 
cercato. 

Dim. La retta Bm sara sulla conti- 
nuazione della Bp (15, lib. IV). Sostituendo 
le tre eguali BP, Bp, Bm alle tre eguali Ap, pB, pS del § 22, 
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e le tre PE, BE, pE alle tre AQ, pQ, BQ, e la Pm alia AS; 
l'equazione A S. p Q = (Apy. del § 22 , si cangera nella Pm. 
BE~(BP)* ; ed essendo BE = 2 AB ; BP = AB; sara 2 A B. 
Pm = (AB)* , e dividendo per AB ; 2Pm = AB = 2 B M. Sara 
poi il triangolo BPM d'angoli eguali al triangolo BPm (8, lib. I). 
Quindi mP parallela alia BM (28, lib. I). Ma anche i due trian- 
goli BPm, BPE hanno gli angoli eguali (§ 22). Dunque mP e 
parallela alia BE (28, lib. I). Dunque le rette BM } BE coin- 
cidono. 

Sol. II. Col raggio AB , centro A si descriva la semicir- 
conferenza BCDE (§ 64) (tig. 15). Collo stesso raggio , e coi 
centri B ed E si segnino due archi 
indeftniti CP, DQ. Cogli stessi centri 
B ed. E, e col raggio BE si segnino 
i due archi EQ , BP. Col centro P, 
raggio PB si -descriva l'arco BM. Col 
centro E , raggio PQ si tagli 1' arco 
BM in M. Sara M il punto cercato. 

Dim. Fatte le debite sostituzioni nella Fig. 5 (§ 23) ; si 
avra PQ. BE = (BE)* — (BP)* ; ed essendo BE=2AB; BP 
= AB; PQ=ME; sara 2ME. AB = 4(ABy — (AB)* = 3 (AB)* . 
Quindi dividendo per AB, si avr& 2 ME=3 AB. Ma per essere 
eguali i lati opposti, sara PQEM un parallelogrammo. Poiche 
diviso in due triangoli di lati eguali colla diagonale Q M da 
l'angolo PQM= QME (8 , lib. I), c 
quindi PQ parallela ad ME (28, lib. I), 
cosi PM a QE (33, lib. I). E poi an- 
che PQ parallela alia B E (§ 23). Dun- 
que ME, BE coincidono. Essendo 
dunque percid ME = MA -f AE = 
MA-\-AB ; sara 2 ME=2MA+2AB = 
SAB; quindi 2MA = AB. 

Sol. III. Col centro A , raggio 
AB si descriva la semicirconferenza 
BCDE (§ 64) (fig. 16). Col centro B, 
raggio BE si descriva 1' arco indefi- 
nite PEp. Col centro E, raggio EG 
si tagli quello in P e p. Coi centri 
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P e p, e oollo stesso raggio P E si deserivano due archi , ehe 
si taglino in M. Sara M il punto cercato. 

Dim. Ii punto Jtf sara sulla retta BE (§ 13); e sostituendo 
nell'equazione (§ 19) pP. pQ — (Ap) 2 le distanze , ossia le rette 
corrispondenti di questa Figura, ne verra l'equazione EM. EB 
=[PEf . Quindi a cagione di (PE)* =(ECp = 3 (AB) 2 (12, lib. 
XIII) (§ 2), si avra 2AB . EM = S(ABy , e dividendo per AB; 
2EM = SAB; ovvero 2 A E -f 2AM=3AB\ e tolte le quantita eguali 
2AE, 2AB, risulta 2AM = AB. 

Sol. IV. Descritta la semicireonferenza BODE (§ 64), col 
centro B y e col raggio BD (fig. 17) si descriva un arco indefi- 
nite aDp. Collo stesso raggio BD, cen- 
tro E si tagli quest' arco in a. Col 
raggio A a , e col centro E si tagli 
quest' arco a Dp, in P, e p. Collo 
stesso raggio Aa, e coi centri Pep 
si segnino due archi , che si taglino 
in M. Sara M il punto cercato. 

Dim, II punto M sara sulla retta 
BE (§ 13). Fatte poi le debite sosti- 
tuzioni nelFequazione (AQ) 2 = f^i 7 ) 2 
+ />Q. PQ (§ 18) , si avra (PB)* — 
(PE? + EB. MB; ossia ( J BZ>) 2 =(^la) :i 
+24 B. MB; ossia 3(^5)* (12, lib. XIII) 

(§ 2) = 2 (ABf (§ 27) + 2 4B. J£B. Quindi sottraendo 2{ABy , 
risulta 45 = 2 MB. 

Molte altre soluzioni si possono dare a questo Probtema o 
adoperando jiuovi raggi di cerchio , o corabinando tra loro le 
soluziorii date qui sopra ; ma stimo superfluo indicarle. Una 
assai seinplice , ma che per6 in pratica non conduce a molta 
esattezza, perche in essa l'intersezione degli archi si fa ad un 
angolo troppo acute, e la seguente : 

Sol. V. Col raggio AB, centro A (fig. 14) descritta la se- 
micireonferenza BODE (§ 64) ; col centro E , raggio EB de- 
scritto l'arco indefinite PBp; col centro B, raggio BA tagliando 
quest'arco in P e p; con questi centri P e p , e collo stesso 
raggio BA si deserivano due archi, che si taglino in M. Sara 
M il punto cercato. 
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Dim. II pun to M sard, sulla BE (§ 13). Essendo poi simili 
i due triangoli isosceli PBM, PBE a cagione d'un angolo alia 
base comuue in B (5 e 32, lib. I; 4, lib. VI); sara BEiBP.: 
BP.BM; quindi (17, lib. VI) BE . BM=(BP)* = (AB)* , ossia 
2^45 . BM={ABf ; quindi dividendo per AB, risulta 2BM—AB. 

67. Prob. Proseguire s a suddividere in due parti eguali colla 
piti semplice costruzione (fig. 18), la 
AM in N; Ja< AN in 0; ecc. all'in- 
flnito. 

Sol.. I. Essendo stata descritta la 
semicirconterenza BCDE col raggio 
AB (§ 64) , e collo stesso raggio , e 
col centro B 1'arco indefinite P'CAp'; 
coi centri E e B, e col raggio BE i 
due archi R'Q'P'Bp'qY , PQRErqp • 
col centro .E, raggio EC Parco PCp; 
se coi centri P f e j/, raggio ,47? si 
descrivano due archi ; essi si taglie- 
ranno in M al mezzo della .4 2? (Sol. V, 
§ 66). Se coi due centri Pep, raggio 
PE si descrivano due archi ; essi si taglieranno pure nel me- 
desimo punto M (Sol. Ill, § 66). 

Ora si faccia ad AP f =BQ , =Bq f =q'N^Q , y (§ 11). Sara il 
punto N alia meta della AM. 

Si faccia ad AQ'=BR f =Br'=r'0 -^ R'O. Sara il punto 
alia met& della AN. 

Seguitando collo stesso metodo, si dividerebbe AO in due 
parti eguali ecc. all'infinito. 

Dim. S'immagini una retta l y A, che divide in due la base 
BE del triangolo P'BE^ 12). Sara (BP'p + (P*E)* = 2(AB? 
+ 2(AP')* (§ 26). Quindi sostituiti i valori di BP' — AB e di 
P'E — 2AB, e sottratto 2{A B) 2 ; si avra 3 {AB)* = 2 {AP'f , e 
quindi dividendo per 2, risultera (4P') 2 = (BQ'y = 3 / 2 (AB)\ 
Essendo poi N nella retta BE (§ 13); sara il triangolo isoscele 
Q'BN simile al triangolo isoscele Q'BE a cagione dell 7 angolo 
comune in B (5 e 32, lib. I, e 4, lib. VI). Quindi (BQ')* = 
BN. BE (17, lib. VI). Quindi paragonando tra loro i due valori 
di (BQ'y, si avra 3 / 2 {ABf = BN, BE = 2 #2V. 4£ , e divi- 
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dendo per 2AB, si avra •/« ^ fi = ^^ Diraque- AN = J / 4 4B. 

^Istessamente si avra (£Q') 2 + (Q'#) 2 = 2(ABf + 2(4 Q') 2 
(§ 26), quindi 3 / 2 (4B) 2 + 4(ABf = '2(ABf +\AQ'f , e ridu- 
cendo si avra '/, (ABf = (AQ'f = (BR'f . Ma (BR'f = BO. 
BE=2AB. BO. Duuque 7 / 4 (ABf = 2 AB. BO, e quindi 7 / 8 4B 
= BO; ed AO — '/„ 4B; ecc. 

Sol. II. Si faccia ad AP=EQ=Eq=qN—QN. Sara il punto 
N alia meta della AM. Si faccia ad AQ=ER=Er=rO=RO. 
Sara il punto alia meta della 4JV. Seguitando collo stesso 
metodo si dividerebbe in due la AO, cos! via via all' infinite 

Dim. Poiche si ha (§ 26) (PEf + (PBf = 2 (ABf + 
2 (4P) 2 , e sostituiti i valori di (P Ef = (C Ef = 3 (A Bf (12, 
lib. Ill) (§ 2), e di (PBf = (BEf = 4(ABf ; si ha 7 (ABf = 
2 (ABf 4- 2(APf . Quindi totti via 2 (ABf , e dividendo per 2, 
si ha 5 / 2 (ABf = (APf = (EQf . Ma (EQf = EN. EB a ca- 
gione de' triangoli isosceli simili EQN , EQB (§ 13) (5 e 32, 
lib. I, 4 e 17 lib. VI). Dunque ■/„ (ABf = EN. EB = 2 EN. AB; 
e dividendo per 2 AB si ottiene h \ i AB — EN; ed AN— 1 ^ AB. 

Collo stessp metodo ragionando si avra (QE} 2 + (QBf — 
2 (A Bf ! -f-2 (AQf . Quindi •/, (ABf+ 4 (ABf = 2(4B)'+2 (AQf. 
Quindi pure *U(ABf = (AQf = (ERf — EO. EB=2 AB. EO. 
Quindi dividendo per 2 AB , si ottiene "/„ 45 = £0; ed 40 
= '/« -AB; ecc. 

,SbJ. I//. Col centro 4, raggio AB descritta la semicircon- 
ferenza BODE (§ 64) (fig. 19), collo stesso raggio AB, e cof 
centri B ed E descritti gli archi CP, 
Dp indefiniti ; cogli stessi centri B ed 
E, e col raggio BE descritti gli archi 
Epqr, BPQR ; si sard, potuto trovare il 
punto M col fare PM = PB ; EM = Pp 
(Soluz. II, § 66). 

Ora si faccia ad AP=BQ~QN=Eq. 
Si faccia pure a Qq — S^T. 

Sar& il punto JValla meta della 4Jf. 

Si faccia parimente ad AQ = BR = 
RO = Er. Si faccia pure ad Rr = EO. 

Sara il punto alia meta della AN. Ecc. 

Dim. Fatte le dovute sostituzioni nella Fig. 5 (§ 23) ; si 
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avra Qq. BE=(BEf-(BQ)\ Ma BE=2AB; (BQf = 3 / 2 AB) 1 
(Vedi la dimostr. della Sol. I). Dunque 2Qq . AB=±(ABf — 
*j 2 (AB) 2 , e dividendo per 2AB , e riducendo si ha Qq = 
h [ t AB. Dunque anche EN = 6 / 4 AB. Dunque essendo la AB la 
stessa nelle due Figure 18 e 19, saranno pure gli stessi i lati 
dei due triangoli Q'NE Fig. 18, QNE Fig. 19. Quindi sovrap- 
ponendo i tre punti B, Q, E della Fig. 19 sovra i tre B, Q\ 
E della 18 , anche i punti N delle due Figure colncideranno. 
Dunque ecc. 

Istessamente facendo le dovute sostituzioni nella Fig. 5 
(§ 23), si ha Rr . BE=(BEf — (BR)* . Ma (BRf = 7 / 4 {ABf 
(Dimostr. della Soluz. I); dunque Rr. BE={BEf — 7 / 4 (ABf . 
Ovvfero sostituendo 2AB a BE; 2AB. Rr = 4{ABf — 7 / 4 (AB) 2 
E dividendo per 2AB , e riducendo si ha Rr = e / 8 AB = OE. 
Dunque coincidendo i punti E , R , B di questa Fig. 19 coi 
punti E, R', B della Fig. 18 , ed essendo qui le RO ed EO 
eguali rispettivamente alle R'O, EO della Fig. 18 ; coincidera 
anche il punto 0. Quindi sara alia meta di AN. Nella stessa 
guisa si dimostrerebbe in seguito fino airinfinito. , 

Si potrebbero usare altre maniere di trovare gli stessi punti; 
ma passeremo ad altre divisioni della AB in un di verso nu- 
mero di parti. 

68. Prob. Dividere in tre 
parti eguali la distanza AB. 

Sol. Alia AB si aggiunga- 
no in linea retta di quae di la 
le due distanze AE, B V eguali 
alia AB (§ 64) (Fig. 20). Coi 
centri E e V, e col raggio 
EV si descrivano due archi 
indefiniti QEq , PVp. Cogli 
stessi centri E e V , e col 
raggio EB si descrivano due 
altri archi, che tagliano i pri- 
mi in Q, q 7 P,p. Con questo 
stesso raggio EB, e coi centri 
P,p si descrivano due archi, 
che si tagliano in t. Collo 
**gio , e coi centri 
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,Q, q si descrivano due archi, ohe si taglino in T. Sara la AB 
divisa in tre parti ne' due punti T, t. 

Dim. I punti T , t saranno nella retta VE (§ 13). Sara 
poi il triangolo isoscele EQT simile all' isoscele EQV, avendo 
un angolo comune in E (5 e 32, lib. I, 4, lib. VI). Dunque (QE)* 
=ET. EV (17, lib. VI). Sostituendo in questa equazione a QE, 
2AB, e ad EV, 3AB , ne verra 4 j. a AB= ET ; e quindi AT — 
*/, AB. Nella stessa maniera si dimostrera, che anche Bt e un 
terzo di AB, e quindi anche Tt. 

69. Prob. Dividere una distanza AB in un qualunque nu- 
mero di parti eguali. 

Sol. Da un esempio , o due si rilevera meglio la regola 
generate (fig. 21). 




Es. J. Sia la distanza AB da dividersi in cinque parti e- 
guali. Ad essa si aggiungano in linea retta le quattro distanze 
eguali alia medesima AE, EF, FG GH (§ 65), in maniera che 
resti quintuplicata in BH, ossia moltiplicata per tante unita, 
in quante parti si vuole dividere la medesima. Cogli estremi 
B ed H come centri , e col raggio AB della lunghezza della 
distanza, die si vuol dividere, si descrivano i due archi inde- 
finiti A C, GI. Cogli stessi centri B ed H , e col raggio BH si 
descrivano i due archi HI, BC. Col centro C, e col primo rag- 
gio AB si descriva un arco indefinito BQ. Col raggio CT, centro 
H, si descriva un arco, che tagli V arco BQ in Q. Sara la di- 
stanza B Q sulla direzione della B A , e sara la quinta parte 
di essa. 

Se adesso alia BQ si aggiunge Peguale Qq (§ 64) , quindi 
le altre eguali qr , rs , si avranno determinate tutte le quinte 
parti della BA. 



i 
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Est. II. Se si vuole dividere la AB in sette parti (fig. 22); 




si forrai la BH sette volte maggiore della BA. Cogli estremi 
di questa cioe coi punti B ed H , e col raggio AB si descri- 
vano gli arcbi indeflniti A C , 01. Cogli stessi eentri B ed H, 
e col raggio BH si descrivano i due archi HI, BC. Col centro 
C, e col primo raggio AB si descriva nn arco indefinite BQ. 
Col raggio CI, centro H, si tagli quest' arco in Q; sara BQ 
sulla direzione della BA, e sara la settima parte di essa. 

Dim. Essendo il triangolo CQI di lati rispettivamente e- 
guali al triangolo IHQ; sara 1' angolo CIQ = IQH (8, lib. I), 
quindi CI parallela ad HQ (28, lib. I). Essendo poi la CI pa- 
rallel anche alia BH (§ 23), sara il punto Q sulla BH. Quindi 
avendo i due triangoli isosceli CBQ, CBH un angolo alia base 
comune in B; saranno simili (5 e 32, lib. I; 4, lib. VI), e sara 
HB : BC : : BC : : BQ, ossia HB:AB::AB: BQ. Quante volte 
dunque la HB sara raaggiore della AB, altrettante la AB sara 
maggiore della BQ. 

Sol. II. Si voglia dividere la A B per esempio in cinque 




parti (fig. 23). Determinata, come nella Soluz. I, la BH cinque 
volte maggiore della AB\ col centro H, e col raggio HB si de- 
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scriva un arco indeterminate CBc. Ora col raggio BA , e col 
centro B si descriva la semiciroonferenza c C K (§ 64). Collo 
stesso raggio AB , e col centro C si descriva 1' arco BQ. Col 
raggio CK, e col centro B si tagli quest'arco in Q ; sara BQ 
la quinta parte della BA posta sulla stessa direzione. 

Dim. La retta .SA' sara sulla continuazionc della Be (15, 
lib. IV). Fatte perci6 le dovute sostituzioni nel § 22, si avra 
KC.BH = {BC^ = (AB)* ; e quindi (17, lib. VI) BH.AB :: AB: 
KC. Ovvero BH : AB : : AB : BQ. Quanto dunque la B H sara 
maggiore della A B , tan to la stessa A B sara maggiore della 
BQ; e se sara BH=5AB, sara anche AB = 6BQ. Per 1' egua- 
glianza poi dei lati tra loro nei due triangoli BKC , BCQ si 
avra l'angolo KCB^CBQ (8, lib. 1). Ma all'angolo KCB e pur 
eguale l'angolo CBH (§ 22). Dunque la BQ e sulla direzione 
della BH. 

70. Si vede chiaramente, che quest'ultimo Problema (§ 69) 
pu6 molto servire nella pratica per dividere in linee un piede 
dato, e gia diviso in pollici; poiche col metodo di esso essendo 
BH eguale a dodici pollici, riuscira BQ eguale ad una dodice- 
sima del primo pollice AB, eioe ad una linea. Nella stessa ma- 
niera il metro gia diviso in decimetri si potra suddividere in 
centimetri. Se sara gia descritta la retta A B, sulla quale si ha 
a trovare il punto Q; 1' operazlone sara piu semplice , poiche 
senza descrivere col centro C, raggio AB 1' arco BQ, bastera 
tagliare in Q la data retta AB colle aperture di compasso in- 
dicate qui sopra. 



LIBRO QUARTO 

DELL'ADDIZIONE E SOTTBAZIONE DELLE DISTANZE; 
DELLA SITUAZIONE DELLE PERPENDICOLABI E DELLE PAEALLELE 



71. L'agginngere, o togliere una distanza da un'altra data, 
che e cosl semplice e tacile a farsi col compasso e colfa riga, 
tirando una retta indefinita pei due estremi della prima distanza, 
e sopra essa aggiungendo, o togliendo la seconda distanza col 
compasso (3, lib. I) non e certo cosl pronta cosa, e spedita a 
farla col solo compasso; ne qui si propongono questi Problem i 
come di grande uso; ma solo perche si vegga non poter esserci 
alcun Problema della Geometria Elementare, che non si possa 
anche sciogliere col compasso solo nel senso spiegato (§ I), il 
che si dimostrera poi piu rigorosamente a suo luogo, e perche 
non manchi alcuno degli Elementi di questa nuova Geometria 
giusta la promessa (§ 7). 

72. Prob. Dalla distanza AB togliere una distanza eguale 
a CD (fig. 24). 

Sol. Col raggio CD , e 
col centro B (se la distanza 
si vuol togliere da quella par- 
te) si descriva un cerchio 
FOEH. Col centro A , e con 
qualche raggio si descriva un 
arco, che tagli il cerchio in 
E ed F. Si divida in due 
l'arco EGF($. 60) in O. sara 
il pun to O sulla retta BA, e 
sara GA il residuo. 

Dim. Avendo i due triangoli EBG, FBG i lati eguali; sara 
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l'angolo EBG=FBG (8, lib. I). Sara dunque l'angolo EBG e- 
guale alia meta dell' angolo EBF. Avendo pure i lati eguali 
tra loro i due triangoli EBA, FBA; si provera nella stessa ma- 
niera , che anche 1' angolo EBA b la meta dell* angolo EBF. 
Dunque 1' angolo EBG e eguale ad EBA. Dunque il panto G 
e sulla BA. Ma e anche B G eguale alia CD. Dunque GA sara 
il residuo della AB toltane la CD. 

73. Prob. Alia distanza AB aggiuDgere la distanza CD in 
linea retta (fig. 24). 

Sol. Col centro B (se l'aggiunta si vuol fare da quella par- 
te), e col raggio CD si descriva il cerchio FGEH. Col centro 
A, e con qualche raggio si descriva un arco, che tagli il cer- 
chio in E ed F. Si divida in due 1' arco EHF in H (§ 60). 
Sara il pun to H sulla retta AB; e sara AH la somma delle due 
distanze AB, CD. 

Dim. Per Peguaglianza de' lati tra loro ne' due triangoli 
EBH, FBH, cosi pure ne' due triangoli EBA, FBA si trovera 
(8, lib. I) l'angolo EBH=FBH, e l'angolo EBA=FBA. Dunque 
EBH+EBA=FBH+FBA. Ma la somma di tutti questi quattro 
angoli e eguale a quattro retti (13, lib. I). Dunque la lorometa, 
per esempio EBH+EBA, sara eguale a due retti, e quindi la 
HBA sara una retta (14, lib. I). & poi BH=CD. Dunque AH= 
AB + CD. 

74. Prop. Sulla AB da A verso B collocare la CD maggiore 
della AB (fig. 25). 

Sol. Col centro A, e col raggio 
CD si descriva un arco indefinite 
LMN, ovvero un cerchio intero. Col 
centro B, e con raggio arbitrario 
si descriva un arco , che tagli il 
primo ne' due punti L ed N. Si 
divida in due parti eguali P arco 
L N (§ 60) in M. Sara la A M la 
stessa CD posta a quel luogo, che 
che si voleva. 

Dim. Col metodo delle dimostrazjoni de' due Problemi pre- 
cedent (§§ 72 e 73) si trovera, che essendo P angolo LMA = 
NMA (8, lib. I) = 7 2 LMN; cosl pure LMB=NMB = */, LMN; 
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sara LMA—LMB, e quindi ABM retta. E poi anche eguale a 
CD. Dunque ecc. 

75. Aw. Se l'arco descritto col centro B tagliasse ad an- 
goli troppo acuti l'arco descritto col centro A; il die succede, 
quando AB 6 troppo piccola per rapporto a CD; alia BA si ag- 
giunga l'eguale AE in linea retta, e l'arco LMN descritto col 
centro A si tagli con un arco descritto col centro E in L ed 
N. Se anche in tal caso gli angoli de' due archi riuscissero 
troppo acuti; si triplichi, si quadruplichi , ecc. (§ 65) la retta 
AB da A verso B, fino a che 1'ultimo suo punto preso per centro 
del secondo arco dia gli angoli d' intersezione in L ed A" piu 
vicini all'angolo retto. Si faccia lo stesso in casi simili pei §§ 72 
e 73. 

76. Prob. Dati i due punti A e B; trovare un punto H 
tale, che la retta BH sia perpendicolare alia AB in B ed eguale 
ad una data CD (fig. 26). 

Sol. Col centro B , e colla distanza CD per raggio si de- 
scriva un cerchio FEHG. Col centro A , e colla distanza AB 
per raggio si descriva un arco , che tagli il cerchio in F ed 
E. Si determini la semicirconfererza FEG 
(§ 64). Si divida in due egualmente l'ar- 
co GE in // (60). Sara H il punto cer- 
cato. 

Dim. Per la simiglianza de' due trian- 
goli GEB, EBA (§ 22) sara l'angolo GEB 
=EBA, e quindi GE parallela a BA (28, 
lib. 1). Ma BH, che divide in due egual- 
mente l'angolo GBE , e perpendicolare 

alia corda GE (9, 11 , 12 lib. I). Dunque anche alia BA (28, 
lib. 1). Ma e in oltre BH ' — CD. Dunque // e il punto cer- 
cato. 

Se la AB fosse troppo minore del la CD; si duplichi , o si 
triplichi ecc. (§ 64, 65). 

77. Prob. Dati i due punti AeB; trovare un punto I) 
in guisa, che la DA sia perpendicolare alia AB (fig. 27). 

Sol. Preso un raggio arbitrario (per esempio la stessa AS); 
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con esso, e coi due centri A e B si de- 
scrivano due archi, che si taglino in C. 
Con questo stesso raggio, e col centro C 
si descriva la semicirconferenza BAD 
(§ 64). Sara D il pun to cercato. 

Dim. L'angolo DAB e nel seiniccr- 
cbio. Dunque e retto (31, lib. III). 

78. Prob. Dati i due estremi d' una 
retta AB e un punto D fuori di essa, 
trovare un altro punto E (fig. 28), che determini la posizione 
della DE perpendicolare alia AB, e il punto M, dove la taglia. 

Sol. Si faccia ad AD=AE, 
a BD = BE (§ 11). Sara E il 
primo punto cercato. Si divida 
DE per meta in M (§ 66). Sara 
M il secondo. 

Dim. Resta dimostrata que- 
sta Soluzione dal § 14. 

79. Prob. Trovare due punti 
di una retta, che sia perpendico- 
lare al mezzo della DE (fig. 28). 

Sol. Preso un raggio arbitrario, si faccia a questo=7X4 = 
EA. Preso lo stesso raggio, o un altro arbitrario , si faccia a 
questo dall' altra pArte=DB=EB. Saranno A e B i due punti 
cercati. 

Dim. Resta dimostrata questa Soluzione dal § 14. 

80. Prob. Dati due punti A e B d' una retta , e un punto 
C fuori di essa (fig. 29), pel quale si voglia condurre una pa- 

rallela alia AB ; trovare un altro 
punto D , che ne determini la po- 
sizione. 

Sol. Si faccia a CA=BD (§ 11); 
BA = CD. Sara D il punto cercato; 

Dim. Nei due triangoli CUB, 
CAB, che hanno i tre lati eguali 
fra loro , 1' angolo DCB 6 uguale all' angolo CBA (8 , lib. I). 
Dunque CD e parallela ad AB (28, lib. I). 

81. Prob. Dati due punti A, e B d'una retta, e nn punto 
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C fdori di essa; collocare a questo panto C una dlstanaa CE; 
(fig. 30); cosicche la ret- 
ta CE sia parallela alia 
AB, e sia egnale ad ana 
data MN. 

Soluz. Trovato un 
panto D della parallela, 
ehe passa per C col me- 
todo del Problema pre- 
cedente (§ 80), sulla di- 
rezione di questa CD si 
ponga la MN sottraendola ad essa, se e minore (§ 72) , o ag- 
giungendola dall' altra parte (§ 73), o collocandola sopra essa 
da C verso D, se e maggiore (§ 74), secondoche richiederanno 
le condizioni del Problema. 

Questa Soluzipne non ha bisogno di dimostrazione. 

82. Prob. Esaminare se i tre punti A, B, C sono in linea 
retta (fig. 31). 

Sol. Coi centri A e C, e 
con un raggio arbitrario, per 
esempio AC, si segnino due 
archi , che si taglino in D 
ed E. Si osservi, se sia DB= 
ED. Se cid e; i tre punti A, 
B, C sono in linea retta. Al- 
trimenti no. 

Dim. Se e anche DB = 
EB , sara 1' angolo DAB = 
EAB = 7, DAE (8, lib. I), a cagione dei lati eguali tra loro 
ne' due triangoli DAB, EAB. Ma nei triangoli DAC, EAC 'per 
la stessa cagione sono eguali gli angoli DAC, EAC, e per&e 
guali ciascuno alia meta dell'angolo DAE. Dunque sara DAB 
=DAC; e quindi i tre punti A, B, C in linea retta. Se poi DB 
sia maggiore o minore di EB; anche 1'angolo DAB sara mag 
giore o minore dell'angolo EAB (25, lib. I), e quindi non po- 
tra essere egnale all' angolo DAC, non potendo essere eguale 
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D esaminare se la DA 




alia meta dell'angolo DAE. Dunque i tre punti A, B , C non 
potranno essere in linea retta. 

83. Prob. Dati i tre punti A , B 
sia perpendicolare ad AB (fig. 32). 

Sol. Si duplichi la AB in E 
(§64)p er viadel semioircolo BPQE. 
Si osservi se sia DB — DE. Se lo 
e, l'angolo DAB e retto. Altrimenti 
non lo e. 

Dim. Essendo retta la BAE 
diametro del cerchio ; la DA fara 
con essa due angoli, la somma de' 
quali sara eguale a due retti (13, lib. I). Ne' due trlangoli pol 
DAE, DAB, che hanno i lati AE, AB eguali fra loro, e il lato 
AD comune, se il lato DE sara eguale al lato DB; anohe l'an- 
golo DAE sara eguale all'angolo DAB (8, lib. I) , e per6 en- 
trambi retti. Se poi DE sara maggiore, o minore di DB; an- 
che l'angolo DAE sara maggiore o minore dell'angolo DAB ; 
quindi uno sara acuto, e 1'altro ottuso (25, lib. I). 

84. Prob. Esaminare se la retta, che passa per due punti 
dati D, F (flg. 33), sia perpendicolare alia retta, che passa per 
altri due punti dati A, B. 

Sol. Per via del pun to D si 
trovi la perpendicolare ZXEalla 
AB (§ 78). Si esamini, se i tre 
punti D , E , F sono in linea 
retta (§ 82). Se si; la DF e per- 
pendicolare alia AB ; altrimen- 
ti no. 

Dim. Poiche la DE e per- 
pendicolare per costruzione; se 
lo e anche la DF, sara la stessa 

retta; poiche da un pun to D ad una retta AB non si possono 
condurre due perpendicolari (Coroll. Prop. 32, lib. I). 

85. Prob. Dati due punti A, B d'una retta (fig. 34) e due 
(7, D d'un'altra; esaminare se sieno parallele. 

Sol. Si faccia ad AD = AE; a BD=BE (§ 11). Si faccia 
pure ad AC = AF, a BC — BF. Si osservi, se sia DE — CF; 
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Be cid e; saranno parallele; se no ; convergeranno dalla parte 
della minore. 

Dim. Le DE , CF sono 
perpendicolari alia Afi,e sono 
tagliate per meta da cssa in 
due puuti M ed N (§ 14). 
Dunque sono duple rispetti- 
vamente delle distanze DM, 
CN dei punti 1) e C dalla 
retta AB. Se dunque saranno eguali, le distanze saranno eguali, 
e quindi le AB, DC parallele; altrimenti convergeranno. 

J 




LIBRO QUINTO 



DELLE DISTANZE PROPORZIONALI 



86. Prob. Trovare una terza proporzionale alle due distanze 
Qp, MN (fig. 35), delle quali la prima Qp e maggiore della 
seconda MN. 

Sol. Col centro Q, e col rag- 
gio Qp si dcscriva un arco in- 
definito Ap B. Col centre p , e 
col raggio MN si descriva la 
seraicirconferenza BAS. Savk AJS 
la terza proporzionale. 

Dim. Pel Lemma del § 22 
sara AS . pQ — {Apf. Dunque 
AS.pQ=(MNf. Quindi (17, lib. 
VI) pQ: MN:: MN:AS. 

87. Trovare una terza proporzionale alle due distanze Qp, 
MN (fig. 36), delle quali la prima e minore della seconda, ma 
perd maggiore della meta di quella. 

Aw. Ci accorgeremo, che la Qp sia maggiore della mela 
della MN, se i due circoli descritti coi centri Q e p, che sono 
gli estremi della prima distanza, e coi raggi Qp ed MN, che 
sono le due distanze date, si taglino tra loro come nella figura. 
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Sol. E la stessa, che la prece- 
dente applicata alia fig. 36. 

Dim. E la stessa , che la pre- 
cedence . 

88. Se il circolu pbQ' descritto 
col centro Q , e col raggio Qp 
non si tagliasse in alcun punto col 
circolo descritto col centro/?, e col 
raggio MN, come nella tig. 37; ser- 
vira il problema segue nte. 

89. Prob. Trovare una terza 
proporzionale alle due distanze (fig. 37) Qp , MN , delle quali 
la prima e minore della meta della 
seconda. 

Sol. Col centro p, raggio MN si 
descriva un arco indefinito BAS. Col 

centro Q , 

raggio Qp si 

descriva la 

semicircon- 

t'cror\za,pOQ' 

(§ 64). Col 

centro Q', 

raggio Q'p 

si descriva 

un arco in- 
definito. Se 
quest'arco taglia l'arco BAS in due punti B ed A; 
si dr;termini la semicirconferenza BAS' (§ 64). Col 
metodo dello stesso § 64 alia AS! si aggiunga in 
linea retts un'eguale S'S. Sa,rk AS la terza propor- 
tion a It- cercata. 

Him. Si ha (§ 22) AS' .pQ'=(ApY=(MNf. Ma 
-2}>(l. Dunque 2AS' .pQ = (MNf ; ossia AS. 
pQ=z(MN)*. Quindi (17, lib. I) pQ: MN: : MN: AS. 
9G. Se nemmeno l'arco pcQ" descritto col centro 
Q' (tig, oH), e col raggio Q'p tagliasse l'arco BAS 
rloseritto col centro p, e col raggio MN; si'determini 
la semicirconferenza j?cQ"; col centro Q", e col rag- 
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gio Q"p si descriva un arco indefinito. Se qaesto taglia l'arco 
BAS in due punti A e B ; si determini la semicirconferenza 
BAS' (§ 64). Si qaadruplichi AS' (§ 65), e sia AS=4AS' . 
Sara questa la terza proporzionale cercata. 

Dim. Poiche si ha (§ 22) AS' .pQ"=(Apy=(MN)K Quindi 
44S'.pQ=(3fA0*=4#.pQ. Quindi (17, lib. VI) pQ : MN : : 
Jf.V : AS. 

91. Nella stessa gaisa si procederebbe oltre, se nemmeno 
la distanza Q"p fosse maggiore della meta del la MN; cioe si 
prenderebbe ana distanza dapla di essa, e ottapla di Qp, e si 
ottuplicherebbe la AS*, che ne venisse determinata. Questa di- 
stanza ottapla della AS' sarebbe la terza proporzionale cercata; 
e co8l via via. 

La dimostrazione e come le precedenti. 

92. Anche nel caso che la prima distanza Qp fosse bensi 
maggiore della meta della seconda MN , ma di poco , gio vera 
duplicarla, perche le intersezioni de' due cerehj si facciano ad 
angoli non tan to acuti, ma piu vicini al retto (§ 9). 

93. Trovare laqaarta 
proporzionale alle tre di- 
stanze PQ,RS, TV(ftg. 39). 

Sol. Con un medesimo 
centro 0, e colle due pri- 
me distanze prese per raggi 
si descrivano due cerehj, 
cioe col raggio PQ il cer - 
chio BC, e col raggio BS 
il cerchio DE. Colla terza 
distanza T V presa per rag- 
gio, e fatto centro in qual- 
che punto B della prima 
circonferenza, si segni un 
arco ^che la tagli in C. 
Con un raggio arbitrario 
fatto centro in B si segni 
nn arco, ehc tagli la seconda circonferenza in D. Collo stesso 
raggio BD fatto eentro In C si tagli la stessa circonferenza in 
un prossimo punto E, Sara DE la quarta proporzionale. 
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Dim. A cagione dei lati eguali tra loro nei due triangoli 
COE, BOD si avra l'angolo COE^BOD (8, lib. I). E tolto da 
entrambi (o aggiunto) l'angolo BOE, si avra F angolo COB— 
—EOD. Sara dunque anche la sorama degli angoli OCB, OBC 
eguale alia somma degli angoli OED , ODE (32, lib. I). Ma i 
due triangoli COB, EOD sono isosceli. Saranno dunque le due 
semisomme, ossia gli angoli alia base, eguali (5, lib. I). Quindi 
i triangoli saranno simili (4, lib. VI), e si avra CO : DO : : CB: 
DE; ossia PQ. RS: . TV: DE. 

94. Aw. I. Giovera prendere il raggio arbitrario BD in guisa 
che l'angolo BDO riesca vicino al retto (§ 9), il che si pu6 fare 
ad occhio. 

95. Aw. II. Se la terza distanza T V non si potesse collocare 
come corda in BC, il che avverra, quandola TTsara maggiore 
di due volte la PQ; convent duplicare le due distanze PQ, RS 
(§ 64), e con esse cosi duplicate descrivere i due cerchj BC, 
DE , e fare tutto il res to come sopra (§ 93). Se cid nemmeno 
bastasse, converrebbe triplicate ecc. Giovera pure duplicarle, 
o triplicarle ecc. , quando la TV si potesse bensi applicare per 
corda al primo cerchio, ma essa fosse quasi eguale al diametro 
di quello; e ci6 per ischivare le sezioni ad angoli acuti, e otte- 
nerne delle altre piu vicine all'angolo retto. 

Ci6 resta dimostrato dalF essere PQ : RS : : 2PQ : 2RS : : 
SPQ : SRS ecc. Quindi avendosi fatto come 2PQ a 2^?^, ovvero 
come 3PQ a SBS ecc, cosi BC a, DE , sar^ sempre come PQ 
ad RS; cosi BC a DE-, cioe come PQ ad RS , cosi TV a, DE 
(4, lib. V). 

96. Prob. Dividere la MN in P in parti proporzionali alle 
due distanze date PQ, RS (fig. 40). 

Sol. Alia PQ si aggiunga in linea 
retta la QV eguale alia RS (§^73). 
Alle tre P V, MN, PQ si trovi la quarta 
proporzionale (§ 93), la quale si col- 
lochi sulla MN in MP , il che si fa 
sottraendola dalla MN (§ 72). Sara 
fatto. 

Dim. Essendo PV:MN::PQ: MP, 
sara ancora PV: MN>. : QV: PN (5, lib. V). Sara dunque PQ: 
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MP : : QV: PN. Quindi (16, lib. V) PQ : Q V : : MP : PAT; ossia 
PQ:RS.:MP.-PN. 

97. Profo. Dividere la AB (fig. 41) in estrema e media ragione. 
#of. Col eentro A, raggio AB 

si descriva il cerchio BDd. Si fac- 
cia nella sua circonferenza ad AB\ 
=BC=CD=DE=Ed. Si faccia a 
BD = Ba — Ea. Si faccia ad Aa 
=zDb=db. Sara la AB divisa in b\ 
in estrema, e media ragione , e si 
avra BA : Ab: : Ab: bB. 
Dim. Vedi il § 46. 

98. Anche quest' ultimo pro- 
blema (§ 97) 6 uno di quelli, i quali 
si sciolgono molto piu semplice- 
mente col solo compasso , che col 
compasso e colla riga insieme, come si pud vedere confrontando 
questa soluzione colle soluzioni geometriche conosciute. La dimo 
strazione tuttavia riesce piu complicata. 

99. Prob. Tra le due distanze date AB e CD (fig. 42) tro- 
varo la media proporzionale. 

Sol. Sulla AB si 
aggiungaad essa la CI) 
da B in H (§ 73). Si di- 
vida per meta la AH 
in f (§ 66). Alia BF si 
aggiunga in linca retta 
l'eguale J fiF(§ 64). Coi 
centrj F , f, e col rag- 
gio fA si descrivano 
due cerchj, che si taglino inpf. Sara^if la media proporzionale. 

Dim. Essendo i punti f,B,F sulla stessa retta HA , ed 
essendo eguali rispettivamente i lati dei due triangoli MBf, 
MBF, sara r angolo MBf= MBF (8, lib. I) , e per6 entrambi 
retti (13, lib. I). Sara dunque la MB perpendicolare al diametro 
HA del semicerchio HMA. Quindi (13, lib. VI) AB : BM : : BM : 
BH, ossia AB:BM: : BM iCD. 
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LIBRO SESTO 



DELLE RADICI 



100. Ptob. Trovare facilmente le radici dei numeri interi 
dall' uno fino al dieci (fig. 43) , prendendo per unita la di- 
stanza AB. 

Sol. Col raggio AB si descriva il 
cerchio BDd\ si faccia nella sua circon- 
ferenza ad AB=BC=CD=DE=Ed=dc. 
Coi centri B ed E, e col raggio BD si 
segnino degli archi, che si taglino in a, 
ed <x. Collo stesso raggio BD,e coi cen- 
tri D e d si segnino due archi , che si 
taglino in V. Col raggio Aa, e col cen- 
tro B si tagli la circonferenza in F. Coi 
centri B ed F, e col raggio AB si se- 
gnino due archi, che si taglino in T. Si 
avra 




AB = i1 
Aa = y/H 
BD = i~B 
BE—V~i 
ET = y~5 



aV= V"6 
CV=]/1 

BV=\f9 
TV=no 



t>im. Si e dimostrato essere {Adf—1 (§ 27). Dunque Aa 
=y~2. Si e dimostrato essere 5Z>=y"3 (§ 2). Si ha poi BE =2 

Avendo poi idue triangoli BTA, TAFi lati eguali tra loro; 
sara l'angolo BTA=TAF (8, lib. I). Quindi OTparallela ad FA 
(28, lib. I), e perd anche la -B!Tsi trovera perpendioolare a BA, 
come la FA (§ 27) (27 , lib. I). Avendo poi il punto A e il 
panto E la stessa distanza dai punti D e d, cosl pure il punto 
B e il punto F; saranno i quattro punti B, A, E, V sulla stessa 
retta (§ 13), e sara EV=BA (§ 14). Sara dunque (Eiy=(TBf 
+(BEf (47, lib. I) =(ABf+4(ABy=5; quindi ET=f5. Istes- 
samente (aVY=(Aa) z +(AV) z . Ma essendo EV— BA; e ancora 
AV-BE=2AB; quindi (A F)«=4(i4J5) 2 =4; ed e (Adf=2 (§ 27). 
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Dunque (aF) 2 =6; ed aV=\fli. Confrontando poi i punti C, B, 
c, A, V coi punti A, p, B, P, Q della fig. 3 , e fatte le sosti- 
tuzioni nell'equazione (AQ)*=(Apy+pQ . PQ (§ 18^ si otterra 
(CVy^(CBy+BV. A F=l+3 . 2=7. Quindi C7=y7. Essendo 
pure Aci—Aol (§ 14); sara (a«) i =i(Aa) i =&. Quindi aa=y"s. Si 
ha poi 0F=B=y"5. Finalmente essendo (TVy=z(TB)*+{BVy= 
-1+9=10; si ha TV^y'R. 

101. Prob. Per via delle radici trovate nel problema pre- 
cede iUp (fig. 44), trovare le altre 
radici de' numeri interi dal 10 
fmo at 36. 

8(4. Si sottragga il numero, 
del quale si vuole la radice, dal 
iniiiirni quadrato prossimamentc 
maggiore, che sara il 16, o il 25, 
o il 36. Colla radice del residuo, 
Ja q uaJe si troverd, nella lista del 
§ 100, presa per raggio, e con un 
centra A si descriva la semicirconferenza QLR (§ 64). Colla 
radice del numero quadrato prossimamente maggiore presa per 
raggio, la quale si trovera col metodo del § 65, e coi centri Q 
ed R si descrivano due archi, che si taglinoin P. Sara AP la 
r ad ice, cercata. 

Per esempio si voglia la radice del 29. Sottratto questo dal 
36, laseia di residuo 7. Col raggio CV=\/1 (§ 100) descritta la 
semicirconferenza QLR, e coi centri Q ed R, e feol raggio =6 
segnati due archi, che si taglino in P; sara AP=\/S®. 

Dim. Essendo retto l* angoio PAQ (§ 83); sara (PQ) 2 = 
(AQy-) r (APy (47, lib. I). Quindi togliendo (AQ)*, si avra (PQY 
- (AQy=(AP)*. Ora posto (PQ)*=36 e (AQy eguale successi- 
vanientc ai numeri interi dall' unita flno al 10, si avra (APy 
eguale successivamente dal 36 in giu fino al 25. Dunque per AP 
si avranno successivamente le radici di questi numeri. La ra- 
dice poi di 25 e 5, e si ha dal § 65. Posto (PQ) 2 =25, si avranno 
collo stosso metodo le radici dal 25 in giu fino al 16, e posto 
(PQ) 5 =16, si avranno le altre dal 16 in giu fino al 10. 

Nell'esempio addotto si avra (PQ) 2 —(AQy = 36-7 = (AP) 2 
=29. Qaindi AP=y29. 
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102. Prob. Trovare le radici di tutti i numeri interi. 

Sol. fe chiaro, che adoperando lo stesso metodo del § 101 
colle radici acquistate, con esso si potranno avere altre radici 
di numeri superiori, e con queste altre, e cosi successivamente 
sino in infinito. Abbiamo gi& dunque il modo di ottenere le ra- 
dici di tutti i numeri interi. 

103. Prob. Trovare la radice di qualunque numero rotto. 
Sol. Si trovila radice del denominatore (§ 102), poi quella 

del numeratore. Si faccia come la prima radice alia seconda, 
cosi l'unita. ad una quarta proporzionale (§ 93). Sara questa la 
radice cercata. 

Dim. Poiche se il denominatore sia d; il numeratore sia n; 
se si fara. ]Td : \f ~n : : 1 : quarta proporzionale; sara questa quarta 



Vn 



Ma 



y n 



|/t • Dunq 



ue ecc. 



y"3 yd 

104. Prob. Trovare (fig. 45) faeilmente la meta delle radic 
dei numeri interi dal- 
1' uno fino al venti- 
cinque. 

Sol. Preso il rag- 
gio AB eguale ad uno, 
col centro A si de- 
scriva il cerchio 
BDd, e nella sua cir- 
eonferenza si faccia 
ad AB=BC=CD = 
=DE=Ed. 

Col centro B, e 
col raggio BD si de- 
scriva un arco, che 
passi pei punti a, N, 
D, d, n, a. 

Collo stesso rag- 
gio, e col centro E 
si descriva un arco, che passi pei punti a, M, C, m, a. 

Col raggio Aa , e col centro B si descriva un arco , che 
passi pei punti M, F, Q, q, m. 
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Collo stesso raggio, e col centra E si descriva on arco, che 
passi pei punti N, F, P, p, n. 

Col raggio AB , e col centra B si descriva on arco , che 
pa8Hi per Pep. 

Collo stesso raggio, e col centra E si descriva an arco, che 
pasfri per Q e ;. 

Collo stesso raggio, e col centra P si descriva an arco, 
che passi per i?, e tagli la circonferenza in 8\ col centra p si 
segni an altro arco, che tagli il primo in B, e la circonferenza 
in *. 

Collo stesso raggio, e coi centri Q, q si descrivan dne archi, 
che si taglino in T, e taglino la circonferenza in ed o. 

Collo stesso raggio, e col centra a si tagli con on arco la 
circonferenza in g. Col centra B si tagli con an arco la cir- 
conferenza in L ed I. Coi centri ed o si segnino due archi, 
ehe si taglino in H. Coi centri H e T %i segnino dae archi, che 
si taglino in V e v. Sara 



BA = •/« U 
BD = V, y~s 

bp = v* n 

BF= i l t f% 

AM= i / t ^-G 
Qq = i/ t yT 

Aa = Vt V~8 
2W = V, y"» 

bl = v, yio 

^ =V 8 yu 
J5D=V 8 yi2 



£0 = V,yli 
lz =V,yl5 
J3.E = 7, yie 
fla = V, yi? 
hn= V, yis 
HD= l l t yl9 

a^ = v,yio 
dF=7,yii 

Mm = 7, y"^ 
3fn = »/, y"2i 



^E=7 I y"25. 
Z>i»i. Se si confrontino i panti P, B, p, B, E di qaesta fl- 
gura coi panti A, p, B, P, Q della fig. 3 per mezzo delFeqna- 
zione del § 18 (AQy=(Apy+pQ. PQ, siotterra l'eqaazione per 
qaesta figara (PE) 2 =(PB) S +BE .BE; ossia (Aa,y=(AB) 2 +2AB . 
RE, ossia (§ 27) 2=1+2P.E. Qoindi BE— l l t AE, e poiche P. 
e sulla stessa retta BAE (§ 13), sara anche BA= l j , AE= l / 2 = 

Essendo il punto T alia meta della AB per la stessa ra- 
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gione, colla quale si e dimostrato, che il punto R e alia meta 
della AE; sara AT=RE, quindi confrontandosi i punti di questa 
fig. 45, Q, T, q, E, R coi punti A, q, B, Q, P della fig. 3, il 
punto A della fig. 45 sara il punto p della fig. 3. Dunque dal- 
l'equazione del § 16, (^Q) 2 =(4P) 2 +(PQ) 2 +Pp . PQ si ricavera 
per questa fig. 45 1' equazione (QE)*=(BQ)'+(RE)>+AR . RE; 

ossia sostituendo i valori numerici l=(RQ) 2 -\- — -\ . Quindi 

4 4 

( RQ y=l_. 2 ; RQ= l l 2 f2. 

Confrontando i punti D, A, d, E di questa figura 45, coi 
punti P, A, p, B della fig. 3, restera dimostrato dal § 14, che 
le due AE, Dd si taglino vicendevolmente in due parti eguali. 
Ma la AE e tagliata in due parti eguali in R ; dunque anche 
la Dd. Ma. Dd=BD=fs (§ 2). Dnnque RD = »/, V"3. 

Si ritenga , che la DRd e anche perpendicolare alia AE 

(§ 14). 

Si ha poi RP=\. Dunque RP = */»/*• 

Essendo retto l'angolo FAR (§ 27); si ha (RFy = (FA)*+ 

(ARf = 1 + i- = A . Dunque RF = »/ f y^. 

Essendo la base BAE del triangolo BME tagliata per meta 
della retta AM; si avra pel § 26, (BM)*+(EMy=2(ABy+2(AM) i ; 
cioe (4a)*+(5D)« = 2(4J5) 2 +2(AAf) 2 ; cioe 2 + 3 = 2 + 2(^lif) 2 . 
Quindi 6=4(AMy; f§=2AM; AM = l j a y"e. 

Essendosi confrontati qui sopra i punti Q, T, q, E, R, A 
di questa Fig. 45 coi punti A, q, B, Q, P, p della Fig. 3, ri- 
sulter& dal § 13 essere in questa Fig. 45 AQ=Aq=QR =Rq. 
Per le stesse ragioni risultera essere eguali tra loro, ed a que- 
ste quattro le quattro AP, Ap, PT, Tp. Avendo dunque i due 
triangoli isosceli PTA , QAR tutti i lati eguali tra loro ; sara 
l'angolo PAT=QRA (8, lib. I), ed essendo TAR retta, sara PA 
parallela a QR (29, lib. I). Quindi anche PQ eguale e paral- 
lel alia AR (33, lib. 1). 

Ma. Qq e perpendicolare alia AR (§ 14). Dunque anche 
alia PQ (27, lib. I). Si hanno poi nei due triangoli PAT, RAq 
i due angoli PAT,RAq eguali (8, lib. I), e TAR retta. Dunque 
essendo eguali a due retti i due angoli PAT, PAR (13, lib. I), 
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lo saranno anche i due PAR, RAq. Qaindi sara retta anche la 
PAq, (14, lib. I). Dunque (Pqy=(2RQ¥=(PQ¥+(Qqy (47, lib. I); 
cioe 2=74+W; q^ndi 7 /4=(^>, e Qq^/.fi. 

Si ha poi (Aa?=:2 (§ 27)= 8 / 4 . Quindi Aa= -p=y t /8. 

Sia pure BR=*/ t = l / t f9- 
" Se si confrontino i punti 5, i, R, I, A di questa Fig. 45 
coi punti Q, A, p, B, P della Fig. 3; dall'equazione (AQy = 
(AP) Z -f (PQ)* + Pp. PQ del § 16 si ricavera 1' equazione per 
questa Figura 45 ( J B£)*:=(Z^) 2 -f(4.B) 2 + ^i?,. ^-B; ossia (BL)*= 
l+l+V*= 10 /4- Qaindi BL^lJw. 

I due triangoli P/&4, PiL4 hanno i lati rispettivamente e- 
guali. Dunque si hal'angolo 8PA=PAB (8, lib. I). Quindi sono 
parallele le PS, BA (28, lib. I). Ma la Pp taglia ad angoli retti 
la BR (§ 14). Dunque sara perpendicolare anche alia PS (27, 
lib. I). Nella stessa maniera poi , cne si e dimostrato essere 
(Qqy=i/ i t si dimostrera pure essere (Pp) 2 = 7 / 4 . Quindi aven- 
dosi ( P S)*=(Ppy+(PS) 2 (47, lib. I); si avra (^)*= 7 / 4 4-l="/ 4 ; 
quindi pS= i j 2 fii. 

Si ha poi (BD) 2 =3 (§ 2)= 12 / 4 . Quindi J3D=7 2 VT2. 

Si ha pure (HFy=(HAy+(AF) s ; e dimostrandosi la QO 
parallela alia BE nella stessa guisa, che si e dimostrato della 
PS; saranno i punti 0, P, Q, S nella stessa retta, e PO=QO 
— PQ=l— 1 1 2 = l 1 2 =PQ. Essendo dunque OP eguale e parallela 
tan to alia TA, quanto alia TB; saranno eguali e parallele an- 
che le OT, PA ; e le due OB, PT fra ioro (33, lib. I). Ma si e 
dimostrato qui sopra essere PT = PA. Dunque sara anche a 
queste =OT=OB. Per la stessa ragione dall'altra parte le oT, 
oB saranno eguali alia pA=PA. Se ora si confrontino i punti 
0, o, A, T, B, H coi punti A, B, Q, P, p, q della Fig. 3, si 
ricavera dal § 14 essere HB=AT= l / 2 . Sara dunque (HA) 2 = 
(7 2 ) 2 =7 4 ; q™di (JZF)»='/ 4 +l=»y 4 e HF^lJls. 

Se si confrontino i punti E, 0, H , o, A coi punti Q , A, 
p, B, P della Fig. 3; dall'equazione (AQy=(AP) ! +(PQy+Pp. 
PQ del § 16 , si ricavera per questa Figura (EO) 2 = (OA) 2 + 
(AE) 2 +HA. 4fcl+l+ 8 / 2 =7 2 = i4 / 4 . Quindi £0='/ 2 i/li. 

In . seguito se si confrontino i punti A , R , L, Q, q, Zdi 
questa Fig. 45 coi punti A, B, Q, P, p , q della fig. 3, aven- 
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dosi (§ 15) l'equazione per la fig. 3 , (QJf)*=(.4Q)* - (AM)*, e 
moltiplicando per 4, 4(QM) 2 = 4(4Q) 2 — A(AM) 2 , ossia (Qq) 2 = 
4(AQy— (AE) 2 ; si ricavera per questa Fig. 45, (U)'=4(ALy- 
(i4i?)*=4— 7 4 = lB / 4 , quindi risulta JU=V,yi5. 

Si ha poi B£=2= 1 / 2 . 4=V 2 yl6. 

Per l'angolo retto aAH (§ 27, si ha (Ha)" = (#4)* + (Ad) 2 

=('/J , +2= l V* ; q uindi B*= x Ufri. 

Dimostrandosi nella stessa guisa essere (yl-AT)* = s / 2 , come 
si e dimostrato di (AM) 3 ; cosi pure (An) 2 = 3 / 2 ; a cagione ehe 
A T i? taglia per meta la base AE del triangolo <4.tfl? , si avra 

(§ 26) (^137)»H-(^E0*=2(^1J?)»+2(J22I7)*; cioe 7 2 +2=7 4 +2(i2tf)* ; 
e riducendo si trova (RN) 2 = 8 / 2 = (AN) 2 . Egualmente si trova 
(Mny=*l 2 . Se ora si confrontano i punti H, N, R, n, A di questa 
Figura 45 coi punti Q, A, p, B, P della Fig. 3; dall'equazione 
(AQ) 2 =(AP) 2 -\-(PQ) 2 +Pp . PQ del § 16, si ricavera per la Fi- 
guia 45 l'equazione (HN) 2 =(AN) 2 +(AH) 2 +AR . AH, cioe (HN)* 
='!*+°L+ 3 U-*L> Quindi risulta #AT='/ 2 y"l8. 

Essendo la DR perpendieolare alia AE, cioe alia HR; sara 
(HD) 2 =(HR) 2 +(RD) 2 (47, lib. I)=4 + 8 / 4 = 1B / 4 ; quindi HD = 

7 2 /i9. 

Essendo la base a Act dei triangolo agv. tagliata per mezzo 
della retta gA; si avra (§ 26) (agy+(*g) 2 =z2(Aa) 2 +2(Ag) 2 ; ossia 
(ogr) 2 +l=4+2; e (ag) 2 =5= 2 °l t ; quindi ag= l lJx. 

Essendo i due triangoli HTV, AED di lati eguali tra loro; 
quindi l'angolo VTH=DEA (8, lib. I), ed essendo i punti H, 
T, A, E sulla stessa retta; sara la VT parallela alia sua eguale 
DE (29, lib. I) quindi anche la VD parallela ed eguale alia 
TE (33, lib. I). Ma la Dd e perpendieolare alia AE, cioe alia 
TE; dunque anche alia VD (27, lib. I). Quindi (d V)*=( VD) 2 + 
(Ddy=(TE) 2 +(BD) 2 =(*l 2 ) 2 +Z (§ 2)= e / 4 +'7 4 ="/ 4 ; quindi dV= 

V, y 21. 

Essendosi dimostrata la PS eguale e parallela alia AE ; 
cosl la ps per la stessa ragione ; sara anche la SE eguale e 
parallela alia AP (33, lib. 1) ; cosi la sE alia Ap. Per l'egua- 
glianza e parallelismo delle tre PS , 77?, ps si provera istes- 
samente 1'eguaglianza delle RS, Rs alia PT , ^T 7 entrambe di- 
mostrate eguali alia AP=RQ. Confrontando ora i punti H, S, 
E, *, R di questa Figura coi punti Q, A, p, B, P della Fig. 3, 
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dall'equazione (AQf = (Ap)* + pQ > .PQ(§ 18) si ricavera per 
questa Fig. 45, {HS)*=(SE?+EH . RH=(RQf-\-EH . RH= 2 / t 
+•/, . 2="/ 4 . Quindi H8=^ t fm. 

Essendo la base AE del triangolo A ME divisa per met a 
dalla MR, si avra f§ 26) (AM) i +(EM) t =2(RAy-\-2(RM) i ', cioe 
7 4 +3=7 4 +2 (J^O*. Quindi riducendo risulta (RM)*=2=(BMy 
=(JBm) 2 ; del qual valore si diraostra nella stessa gaisa essere 
(Rmy. Quindi BM=MR = Rm = mB. Se ora si confrontano i 
quattro punti B, M, R, m di questa Figura coi quattro punti 
A, Q, B, q della Fig. 3; avendosi dal § 15, (QM) 2 = (AQ)* — 
(AM)*, e quindi 4(QJf)*=4(4Q)«— 4(AM)*, cioe (Qqf=4(AQy— 
(AB) 2 ; si avra per questa fig. 45, (Mmf=A(BMf— (BRy=S— 

{*/i)*="l*- 9 U="L ; quindi lfm=7,y 33. 

Essendo i triangoli BME, BnE di lati eguali tra loro, ed 
avendo entrambi la base comune BE divisa in due egualmente 
dalle AM, An; dall'equazione del § 26 risultera lo stesso valore 
per le due AM, An. Avendo dunque i triangoli BAM , EAn i 
lati tra loro eguali, sara l'angolo BAM=EAn (8, lib. I). Quindi 
a cagione della retta B A E essendo la somma dei due angoli 
MAB, MAE eguale a due retti (13, lib. I), sostituendo all'an- 
golo MAB il suo eguale EAn, sara anche la somma dei due 
angoli MAE, EAn eguale a due retti. Quindi le due MA, An 
faranno una sola retta (14, lib. I). Sara dunque (Mny=4(AM) 2 
= 2 *( A . Quindi Mn— 1 /^. 

Finalmente #J5=7 2 =7 2 y25. 

105. Essendo 7* V » = V*£ * P er esempio l / 2 y*7 = V ^ ee c , 
si avranno facilmente da questo Probleraa le radici di tutti i 
quarti dall'un quarto fino al venticinque quarti; il che sara di 
uso nella costruzione delle Figure simili, come vedremo. 

106. Se si fosse preso il raggio AB = 2; si sarebbero otte- 
nute tutte queste distanze doppie di valore ; quindi avremmo 
avute le radici intere dei numeri dall' uno fino al venticinque. 
Si potrebbe perd facilmente raddoppiare qualunque di quelle 
mezze radici, che si volesse, per avere l'intera (§ 64). 

107. La facilita di questa costruzione, ehe si eseguisce eoi 
soli tre compassi delle tre aperture gia osservate (§ 35) la pri- 
ma = yl, la terza = y2, la secondary 5", coi quali si e gia 
diviso il cerchio in 24 parti eguali , ed ora si sono trovate 25 
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radici successive dei primi numeri ; mostra V eccellenza della 
Geometria del Compasso, e quanto possa servire alia perfezione 
delle Arti. 

108. Nella costruzione precedente si ha avuto riguardo ad 
impiegare piu che fosse possibile il primo compasso di aper- 
tura =1, col quale si e descritta la circonferenza BDd, il quale 
conservando l'apertura fondamentale, merita piu degli altri fi- 
ducia. Cosi pure non si e voluto impiegare che i tre primi eom- 
passi piu rimarcabili (§ 107). Ci6 ha fatto, che alcune poche 
sezioni degli archi sono riuscite di angoli alquanto acuti, come 
quelle dei punti 8, s, 0, o e piu quelle dei punti L ed I. Chi 
volesse avere tutti gli angoli d'intersezione piu vicini all'angolo 
retto si potra servire della seguente 

Altra costmzione della fig. 45. 

109. Trovati come nella soluzione del § 104 i punti M ed 
m; col raggio BD, e coi centri M ed m si descrivano due archi, 
che si taglino in H. 

Col raggio AB , e col centro H si descriva un arco , che 
tagli la circonferenza in ed o. Collo stesso raggio si deter- 
mmino le semicirconferenze OEs, oES (§ 64). 

Col raggio BE, e col centro H si tagli la circonferenza in 
L ed I. 

Tutti gli altri punti della figura si trovino come al § 104* 

Dimostreremo, che i punti, che si trovano con questa co- 
struzione, sono gli stessi dell'altra. 

Essendosi dimostrato (§ 104) , che BM=MR—Rm—mB , e 
che i tre punti B, A, R sono nella stessa retta; essendo anche 
MH=ME=mH=mE per costruzione; H sara sulla stessa retta 
BAR (§ 13), e si avra HB=RE (§ 14). Dunque J? sara lo stesso 
punto , che nell' altra costruzione. Essendo poi eguali le HO, 
Ho nelle due costruzioni; anche i punti 0, o saranno gli stessi. 
Se si sottrae l'arco osE dalle due semicirconferenze BsE, oES; 
si avranno gli archi residui Bo, ES eguali. Quindi ES=Bo= 
=BO=AQ=RQ. Quindi anche il punto S sara il medesimo che 
prima. Egualmentelo sara il punto s. Essendo poi la base HTR 
del triangolo HLR divisa in due egualmente dalla LT\ si avra 
(§26) (HL,y+(LR) s =2(HT) 2 +2(TL) 2 ; cioe 4+(U?)^2+2(2 7 L) 2 , 
cioe 2+(Li?) 2 =2(2X) 2 . Ma essendo ancora la base TR del trian- 
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golo TLR divisa per meta in A dalla retta LA\ si avra {% 26) 
(TLf+(LRy=2(TAy+2(ALY, e duplicando 2(7X) , +2(LJ?) , = 

=4(7 T il) 2 +4(^L) 2 =l+4 = 5 ; quindi sottraendo 2(Uiy , si ha 
2(TLy=b-2{LRy. Ma si e trovatoqui sopra 2(7 T L)*=2+(£*T- 
Dunque 5— 2(LRy — 2 + (LR)'. E sottraendo 2 e aggiungendo 
2(LR)*; si ha 3=3(ZJ?) 2 ; quindi \~{LRy=(AB)\ Sara dunque 
LR=AB come nella prima costruzione. Lo stessosi provera di 
Rl. Gli altri punti sono determinati come prima. Dunque tutti 
i punti della flgura sono gli stessi di prima. 

LIBRO SETTIMO 

DELLA INTERSEZIONE DELLE RET * 
COGLI ARCHI.DI CEROHIO E TRA LORti 

110. Dati due punti L ed M (fig. 46) d'una retta, e il cen- 
tro A col raggio AB d'un arco B CD; 
trovare i due punti P e Q, nei quali < 
la LM taglia il detto arco, se pure 
lo taglia. 

Sol. Coi duequnti L ed M dati 
nella retta presi per centri, ecolle 
rispettive lorodistanze MA, LA dal 
dato ceutro presi per raggi si de- 
scrivano due archi, che si taglino 
in V. Col centro V, e col dato rag- 
gio AB si descriva un arco indefi- 
nite EFG. Se questo taglia l'arco 
dato in P e Q, questi due punti 
saranno i cercati. Se non lo tagliasse , nemmeno la retta LM 
taglierebbe l'arco dato. 

Dim. Essendo eguali tra loro le quattro distanze AP, AQ, 
VP, VQ, e le due tra loro, AM, VM; i tre punti P, M, Q sa- 
ranno nella stessa retta (§ 13). Nella stessa guisa si dimostra, 
che sono nella stessa retta i tre punti Q,P,L. Dunque la retta 
LM passa per P e Q, quando questi punti d' intersezione ti 
siano. 
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Se il 6erchio EFG descritto col raggio AB (fig. 47) e eol 
centro V non. tagliasse il cerchio BCD; la LM non taglierebbe 
questo stesso cerchio. 
Poiche se si conce- 
piscalaretta VA, che 
tagli i cerchj in C 
ed F; divisa per mcta 
la CF\n m; sara Vm 
=r»r/l. Dunque la LM \ 
tagliera perpendico- 
larmente la VA in m 
(§ 14)fuori del cerchio 
BCD. Se si piglia un 
qualunque altro pun- 
to P nella retta LM; nel triangolo rettangolo Pm si avra il 
lato PA maggiore di mA , perche opposto ad un angolo mag- 
giore (32 e 18, lib. I). Sara dunque molto piu fuori del circolo 
il punto P del punto m. Dunque in nissun punto la retta LM 
tagliera il circolo BCD. 

111. Prob. Dato un arco BCD descritto col centro A (fig. 48); 
trovare i due punti , dove taglia la 
circonferenza la retta, che passa per 
A e per un altro punto dato L. 

Sol. Col centro L, e con un rag- 
gio arbitrario LP si descriva un arco, 
che tagli 1'arco BCD in P e Q. Si 
divida l'arco PQ per metk im w (§ 60). 
Si deterraini la semicirconfei'enza mDn 
(§ 64).- Saranno m ed n i due punti 
cercati. 

Dim. Essendo nella stessa distanza dai due punti P e Q 
i tre punti A , m ed L, saranno nella stessa retta (§ 13). Ma 
nella retta mA si trova anc he il punto n estremo del diametro 
mn (15, lib. IV), Dunque ecc. 

112. Prob. Dati due punti A, B d'una retta (fig. 49 e 50), 
e due punti C, D d'una altra; trovare il punto S dove si ta- 
gliano. 

Sol. Coi due punti d'una delle due rette, per esempio coi 
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punti A e B presi per centri, e colle distanze rispettive di essi 

punti AC, AD\ BC, BD dai 

due punti dell'altra retta C, 

D prese per raggi, si descri- 

vano quattro archi, due dei 

quali si tagliano in C e c, e 

due in D e d. 

Si trovi il quarto pun to 
8 del parallelogrammo CDdh 
col fare a Dd=C§\ a DC=d$ 

(§ 11). 

Si trovi la quarta pro- 

porzionale alle tre c8, CD, Cc. 

Con questa presa per raggio, e coi 
centri C'e e si descrivano due arobi, 
che si taglino in S. Sara 8 il punto 
dell' intersczione delle due rcttc AB, 
CD. 

Dim. Le rette AB , Cc saranno 
pendicolari una all' altra (§ 13, 14); 
cosl pure le AS, Cc. Dunquc il punto 
S sara nella stcssa AB. Essendo poi 
la AB , ossia -4$ perpendicolarc an- 
chc alia Dd (§13, 14), sari la stessa 
Dd parallela alia Cc (29, lib. I). Ma 
pei lati eguali tra loro nei due trian- 
goli dC8 , dCD si hanno gli angoli 
rfC8, CdD eguali (8, lib. I). Dunque sono parallel© anche le 
due C8, Dd (28, lib. I). Dunque i punti c, C, § sono nella stessa 
retta. Ora a cagione dei due lati eguali nei due triangoli CBA, 
cBA si avranno eguali gli angoli CBA, cBA (8, lib. I). Per la 
stessa ragione nei triangoli ABD, ABd si trovano eguali gli 
angoli ABD, ABd. Dunque nella Figura 49 l'angolo cBd, che 
e la somma dei due cBA , ABd , sara eguale all'angolo CBD, 
somma dei due CBA, ABD. Nella Figura 50 poi l'angolo cBd, 
che e la differenza dei due ABd, cBA, sara pure eguale all'an- 
golo CBD, che e la differenza dei due ABD, CBA. In tutte due 
le Figure adunque nei due triangoli cBd, CBD, che hanno due 
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lati e l'angolo compreso eguale, sara il terzo lato cd eguale al 
terzo CD (4, lib. I). Ma CD=dl. Dunque il triangolo cdS e 
isoscele. E poi isoscele anche il triangolo cCJS, e si ha la pro- 
porzione: la cS alia CD, ovvero alia d8, come la Cc alia CS; 
onde viene ancora c8 : cd: :cC: cS. Dunque i due triangoli chd, 
cCS hanno gli angoli eguaii tVa loro (5, lib. VI). Quindi es- 
sendo l'angolo c8d= cCS ; sara la CS parallela alia Sd (29, 
lib. 1), alia quale essendo pur parallela la CD, sara in essa il 
punto S. Dunque ecc. 

LIBRO OTTAVO 



DELLA COSTRUZIONE, MOLTIPLICAZIONE E DIVISIONE 
DEGLI ANGOLI E DELLE UNEE TRIGONOMETBICHE 

113. Aw. Quando noi diremo : costruire un angolo abc col 
compasso (tig. 51), inten- 
diremo di dire : trovare col 
compasso tre punti a, b, c; 
ovvero dato, alcuno di essi, 
trovare gli altri in guisa\ 
che volendo poi guidare per 
due di essi a, b una retta, 
e per uno di essi due b e pel terzo c un' ultra retta ; si abbia 
un angolo abc della quantitd che si vuole. Benche 1' angolo abc 
non sia veramente costrutto, se non quando si sono gradate at- 
tualmente le rette ab, be, per tirare le quali non pu6 bastare 
il compasso solo; non ostante per brevita adopreremo spesso 
la prima frase, intendendo, che equivalga nel sentimento alia 
seconda. 

114. Prob. Essendo dato un angolo ABC per via dei tre 
punti A, B, C (fig. 51), e dati due altri punti h ed a; trovare 
un punto c, cosicchS l'angolo abc sia eguale ad ABC. 

Sol. .Trovata (§ 93) una quarta proporzionale alle tre di- 
stanze AB, ab, BC, con questa presa per raggio, e col centro 
b si descriva un arco, che passi per c. Trovata pure una quarta 
proporzionale alle tre AB, ab, AC, con essa per raggio, e col 
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centro a si descriva un altro arco, che tagli il primo in c. Sara 
1'angolo abc=ABC. 

Dim. Poiehe i due triangoli ABC, abc hanno i lati propor- 
zionaii , avranno eguali gli angoli opposti ai lati proporzionali 
(5, lib. VI). 

115. Setoira adunque la soluzione del Problema precedents 
(§ 114) a sciogliere anche il problema : Dati i tre punti (fig. 51) 
A, B\ C estremi agli angoli di un triangolo, e due a, b estremi ; 
di un altro , trovare il terzo estremo c in guisa , che il trian- 
golo abc riesca simile al triangolo ABC. ' 

116. Prob. Duplicare, triplicare, quadruplicare ecc. (fig. 52) 
un angolo dato BAC (§ 113). 

Sol. Col centro A, e coi raggi AB, 
AC si descrivano due archi indefiniti 
BDF, CE. Si faccia a CB=CD. Sara 
1'angolo BAD duplo di BAC. 

Si faccia a CD=DE. Sara P an- 
golo BAE triplo di BAC. 

' Si faccia a DE=EF. Sara BAF 
quadruplo di BAC ecc. 

Per quadruplicarlo si poteva ancora fare a BD=DF. 

Dim. Avendo i triangoli BAC, CAD, DAE, EAF, ecc! tutti 
i lati rispettivamente eguali, saranno eguali gli angoli BAC, 
CAD, DAE, EAF, ecc. (8, lib. I). Dunque ecc. Quindi essendo 
1'angolo BAD=DAF, sara anche BD=DF (4, lib. I). 

117. Prob. Esaminare se V angolo BAG (fig. 53) dato per 
via dei tre punti B, A, G sia semiretto. 

Sol. Col raggio AB, centro A si de- 
scriva la semicirconfarenza BFE (§ 64). 
Si faccia a GB=GF{% 10). Se sara BF 
=FE; I'angolo BAG sara semiretto. Se 
sara BF minore o maggiore di FE\ I'an- 
golo BAG sara minore o maggiore di un 
semiretto. 

Dim. Poiche I'angolo BAFk duplo dell'angolo BAG (§ 116); 
se I'angolo BAG e semiretto, sara retto BAF; quindi BF=FE 
(§ 83). Altrimenti se BAG e minore o maggiore di un semi- 
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retto , sara BAF minore o maggiore dl un re.tto ; quindi BF 
minore o maggiore di FE (24, lib. I). 

118. Prob. Dividere per meta i'angolo BAC (flg. 54) dato 
pei tre soli punti B , A , C nei quali A e 
disugualmente lontano da B e da C. 

Sol. Col eentro A, raggio AB sia de- 
scritto 1' areo BMD. Si faccia a CB=CD. 
Si divida l'arco BMD per meta in M(§ 60). 
Si divida 1' arco BM per meta in N. Sara, 
I'angolo BAN la meta dell'angolo BAC. 

Dim. Essendo V angolo BAD duplo di 
BAC (§ 116) e duplo parimente di BAM (33 , lib. VI) ; sara 
I'angolo BAC lo stesso cue BAM. Ma I'angolo BAN e la meta 
di BAM. Dunqne ecc. 

119. Prob. Dato l'arco BC (tig. 55) descritto col eentro A, 
trovarc il suo scno, il coseno, 
la tangentc c la secantc. 

Sol. Nella circonlcrenza 
deseritta col raggio AB si 
laccia a BC. = Be. Si divida 
per metA la Cc in M (§ 66). 
Sara CM il seno , MA il co- 
seno. 

Col eentro M, raggio MA 
si descriva un arco, che tagli, se pud, la circonferenza in D e d. 
Si determini la semicirconferenza dDh (§ 64). Per lo stesso § 
si aggiunga alia BA la sua eguale BY. Coi centri A e F, e col 
raggio Dl si descrivano due archi , che si taglino in S. Sara 
BS la tangente, SA la secante. 

Dim. La BA taglia la Cc ad angoli retti per meta in M 
(§ 14). Dunque CM e il seno, MA e il coseno dell'arco BC. La 
SB e perpendieolare alia AB (§ 83). La Z>8 e terza proporzio- 
nale alle due AM, AC (§ 87); quindi anche la sua eguale AS. 
Dunque nei due triangoli rettangoli AMC , ABS si ha la pro- 
porzione AM: AC: : AB: AS , ed invertendo (4, lib. V) AC: 
AM:: AS: AB. Quindi (35, lib. V) (ACf : (AMJ : : (Abf : (ABf. 
E sostituendo ad (ACf e ad (AS)* i Ioro valori tratti dalla 47, 
lib. I , si avra (AM? + (MC? : (AM? : : (AEf+(BSY : : (ABf. 
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Quindi (17 , lib. V) (MCf : (AM)' : : (BSy : (ABf. Quindi (34, 
lib. V) MC: AM : : BS: AB. Quindi anche i lati MC, BS sono 
proporzionali. Si avra dunque 1'angolo MCA lo stesso che BSA 
(5, lib. VI). Quindi i punti A, C, S sarannonella stessa retta, e 
BS sara la tangente ed. AS la secante dell'arco BC. 

Se il cerchio descritto col centro M, raggio MA, non tagliasse 
la circonferenza, o la tagliasse ad angoli troppo acuti, conver- 
rebbe ricorrere al § 89 o ai §§90 e 91. 

Altra Sol. per aver la tangente e la secante. Si determini la 
semicirconferenza BCE (flg. 56) (§ 64). Col raggio BC, centro 
E si tagli questa in Q. Col raggio CQ, 
e coi centri A e B si segninp due arcbi, 
che si taglino in V. Collo stesso raggio 
CQ, centro V si tagli la circonferenza 
in e. Col raggio Me, e coi centri A e 
B si segnino due arehi, che si taglino 
in m. Collo stesso raggio Ee, centro 
m si descriva la semicirconferenza 
ABS(§ 64). Sara SB la, tangente, SA 
la secante. 

Dim. Se sia l'arco BCF eguale al 
al quadrante=jF'JB; per essere 3C= 
QE; sara anche CF=FQ. Sara poi 

per le definizioni trigonometriche il seno dell'arco CF la stessa 
cosa, che il coseno dell'arco BC. ■. La corda poi dell'arco CFQ, 
doppio dell'arco CF, sara doppia del seno dell'arco CF, ossia del 
coseno dell'arco BC. Questa corda e CQ=A V. Si ha poi (§ 22) 
A V . Ee=(ABf. Per essere poi retta la AmS (§ 64)= 2Ee e 
AV= 2 cos BC, si avra 2£fe.cos BC = (^4J5) 2 = 4tf. cos 5(7. 
Quindi cos BC: AB : : J5: AS (17, lib. VI). Sara dunque AS 
terza proporzionale al coseno ed al raggio; e per6 sara eguale 
alia secante, secondo le dimostrazioni trigonometriche. h poi 
retto 1'angolo ABS (31, lib. III). Sara dunque AS la secante 
nella sua posizione, e quindi BS la tangente. 

120. Prob. Dato il seno mn (fig. 57) d'un areod'un raggio 
dato AB, trovare quest'arco. 

Sol. Descritto il cerchio Cc K col raggio AB, si trovi una 
dupla della m n (§ 64). Con essa presa per raggio, e fatto centro 
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in qualche panto C della cireonferenza si descriva un arco, 
che la tagli in c. Si divida 1' arco 
Cc per meta in B (§ 60). Sara 
BC l'arco cercato. 

Dim. II seno dell'arco BC per 
la definizione trigonometrica e la 
meta della corda dell' arco doppio 
di BC. Dunque ecc. 

121. Prob. Dato il coseno ma 
(fig. 57) d' un arco di un raggio 
dato AB, trovare quest'arco. 

Sol. Descritto il cerchio C c K col raggio AB si trovi una 
dupla della m a (§ 64). Fatto centro in qualche punto c della 
cireonferenza con questa dupla presa per raggio si tagli la cir- 
eonferenza in K. Si de termini la semicirconferenza Kc C(§ 64). 
Si divida per meta l'arco Cc in B (§ 60). Sara BCTarco cercato. 

Dim. Sia guidata 1' altra corda Cc. Essa sara divisa per 
meta in Jtfadangoli retti dal raggio AB (§ 14). Ma anche l'an- 
golo CcK e letto (31, lib. Ill) , essendo nel semicerchio CcK. 
Dunque i due triangoli CM A , CcK , che hanno un angolo co- 
mune in C e l'altro retto, sono equiangoli tra loro (32, lib. I), 
e si ha (4 , lib. VI) CM: Cc.MA : cK. Ma CM e la meta di 
Cc. Dunque MA= i l t cK=ma. E poi MA il coseno dell'arco BC. 
Dunque ecc. 

122. Prob. Data la tangente sb di un arco di raggio dato 
AB (fig. 55), trovare quest'arco. 

Sol. Descritto col raggio AB il cerchio BCS ; alia AB si 
ponga in B perpendicojare la BS=h s (§ 76). Si trovi il punto 
(7, dove la SA taglia la cireonferenza (§ 111). Sara BC l'arco 
cercato. 

Questa Soluzione non ha bisogno di dimostrazione. 

123. Prob. Data la secante sa di un arco di raggio dato 
AB (fig. 55), trovare quest'arco. 

Sol. Descritta col raggio AB la cireonferenza J5C8, e posta 
sulla AB l'eguale B V (§ 64) , coi centri A e V , e col raggio 
s a si descrivano due archi , che si taglino in S. Si trovi il 
punto C, dove la SA taglia la cireonferenza (§ 111). Sara BC 
l'arco cercato. 
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Dim. La SB s&rk perpendicolare alia BA (§ 83); dunquc 
sara la tangente dell'arco BC, e quiadi SA la secante. 

LIBRO NONO 

DELLB FIGURE SIM 1 LI E DEI POLIGONI BEGOLARI 



124. Aw. Quando diremo : costruire una flgura o un poli- 
ffono , intendiremo di dire: trovare tutti' que' punti , che ba- 
stano a determlnare la posteione e la grandezza di quelle rette, 
che si devono guidare per costruire interamente U poligono. 

125. Prob. Sppra un dato lato a b (fig. 51) costruire un 
triangolo simile a un dato triangolo ABC. 

Sol. Vedi il § 
115. 

126. Prob. Co- 
struire una flgura si- 
mile ad una data (fig. 
58) ABCEFD, che 
abbia un dato rap- 
porto di area con 
essa. 

Sol. Si voglia per 
esempio, che la nuo- 
va flgura abbia due 
quinti di area della 
flgura data. Con un 
raggio AB, il mag- 
giore che si possa co- 
modamente , si co- 
struisca la flgura 43 
(§ 100). Presa da essa 
flgura la Aa=f2 per 
raggio, e fatto centro 
in (fig. 58), si de- 
scriva il cerchio mi- 

nore, nella di cui circonferenza e il punto v. Presa dalla fig. 43 la 
ET= -f% per raggio, collo stesso centro si descriva il cerchio 
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maggiore, nella di cui circonferenza e il punto V, il quale si 
marchi in tal luogo per rapporto al panto v, che la V>o riesca 
press'a poco tangente al cerchio interno in v. 

Si supponga divisa la figura data in tanti triangoli ABC, 
ACD, CDE, EDF, immaginandovi delle rette AC, CD ecc. 

Si pongano dei numeri 1, 2, 3, 4, 5, ecc. alle distanze AB, 
AC, BC, CD, ecc, che misurano i lati di questi triangoli. 

Si applichino queste distanze 1,2, 3 ecc. saccessivamente' 
come corde a tanti archi successivi del cerchio V, cioe la AB 
da V in 1; la AC da 1 in 2; la BC da 2 in 3, ecc. fino in fine; 
il che si fa prendendo la distanza AB per raggio, e fatto cen- 
tro in V, tagliando questa stessa circonferenza con nn arco 
in 1, ecc. 

Colla distanza Vv presa per raggio si faccia centro sacces- 
sivamente nei punti 1, 2, 3, 4, ecc, e si descrivano degli archi, 
che taglino successivamente la circonferenza minore in 1, 2, 3, 
4, ecc. fino in fine. 

Le corde del cerchio interno, ossia le distanze da v ad 1, 
da 1 a 2, da 2 a 3, da 3 a 4, ecc saranno i lati afo , ac, be, 
cd, ecc della nuova figura, la quale si costruira triangolo per 
triangolo. Colla distanza da v in 1 si marcheranno i due punti 
a b. Goi centri a e b, e colle distanze seconda e terza prese dal 
cerchio interno (la seconda e dair 1 al 2; la terza dal 2 al 3) 
si segneranno due archi, che si taglino in c. Coi centri c ed a, 
e colle distanze quarta e quinta prese dal cerchio interno (la 
quarta b dal 3 al 4 , la quinta dal 4 al 5) si segneranno due 
archi, che si taglino in d. Nella stessa maniera si troveranno 
i punti e ed f, e sara costruita la figura. 

Dim. Le corde del cerchio. interno stanno alle rispettive 
corde del cerchio esterno, come sta il raggio Ov al raggio V 
(§ 93) , ciofc come /2 sta a y"5. Dunque nella stessa ragione 
stanno tutti i lati dei triangoli della figura abcefd ai rispet- 
tivi lati dei triangoli della. -figura ABCEFD. Dunque i trian- 
goli delle^due figure sono tra lore equiangoli e simili (5, lib. VI, 
def. l a ). Dunque le due stesse figure poligone sono simili (20, 
lib. VI), ed essendo la proporzione, ossia ragione delle aree dei 
poligoni duplicata della ragione dei lati (ivi) ; sara 1' area del 
poligono abcefd all' area ABCEFD come 2 a 5. Sara dunque 
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l'area della figura minore eguale a due quinti della maggiore. 

Da quest' esempio si vede cosa si dovr& fare , qualnnque 
altro sia II rapporto, nel quale si voglia, che l'area della figura 
da costruirsi sia alia data. Si descriveranno due circonferenze v 
e V, i raggi delle quali staranno tra loro nel rapporto delle 
radici dei numeri , che formano il rapporto delle aree. Nella 
circonferenza , che corrisponde alia figura data , si porranno 
suceessivamente per corde i lati dei triangoli, nei quali si sup- 
pone divisa la figura data. Per via di queste col metodo indi- 
cato si troveranno delle corde proporzionali nell'altra circonfe- 
renza. Queste saranno i rispettivi lati dei triangoli della nuova 
figura, 

II rapporto delle mezze radici e delle intere essendo lo 
sleBso, servira in molti casi la fig. 45 (§ 104). Per gli altri casi 
vedi i §§ 101, 102 e 103. 

Si sceglie poi un raggio AB, che sia il possibile maggiore 
comodamente (fig. 44 e 45) , perche i due cerchj sieno meglio 
capaci delle grandezze delle corde da applicarvisi, e perche> le 
intersezioni, che ne nascono, faccian angoli piu vicini al retto. 

127. Se il rapporto fosse dato tra i lati AB ed ab di essi 
tra loro, o di qualunque altre due rette fra loro; in questo rap- 
porto si sceglierebbero i due raggi OV , Ov , i maggiori pos- 
sibill, 

128. Prob. Iscrivere ad un cerchio dato unpoligono rego- 
lare tra quelli, che si possono. iscrivere ad esso col compasso 
e col la riga. 

Sol. Si divida la circonferenza in un numero di parti eguali 
al numero de' lati del poligono, che si vuole (§§ 27 , 29 , 30, 
31, 32, 38, 40, 41, 42, 53, 57, 60, 63). I punti della divisione 
saranno i vertiei del poligono regolare cercato (§ 124) , e le 
corde degli archi saranno i lati. 

Dim. Tutti i lati sono eguali , perche sono corde di archi 
eguali. Anche gli angoli* sono eguali , poiche essendo alia cir- 
conferenza insistono ad un egual numero di archi eguali (21, 
lib. III). Dunqne si ha un poligono regolare del numero che si 
voleva di lati iacritto al cerchio (def. l a , lib. III). 

129. Essendo 240 le parti (§ 57), nelle quali con tre punti 
soli presi fuori della circonferenza si pu6 dividere essa circon- 



l 



71 

ferenza con sei aperture di compasso al piu (§ 59); tanti saranno 
i poligoni regolari, che con questi tre punti, e sei aperture di 
compasso si potranno iscrivere al cerchio, quanti sono i diversi 
numeri , che dividono esattamente il 240. Ora questi numeri 
sono i seguenti 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 20, 24, 30, 40, 
48, 60, 80, 120, 240. Dunque omettendo il 2, si potra iscrivere 
un poligono regolare di 3 lati, di 4 lati, di 5, di 6, di 8, di 10, 
ecc. , flno al poligono di 240 lati. 

130. Se il numero dei lati del poligono che si vuole , si 
trova essere uno di quelli, pei quali si e divisa la circonferenza 
ai §§ 27, 30 e seguenti, per esempio il 12, si divida la circon- 
ferenza in 12 parti eguali (§ 31) ; i due punti estremi di cia- 
scuna di queste saranno ai vertici degli angoli del poligono che 
si vuole iscrivere; ossia, ci6 che e lo stesso, le corde di questi 
archi saranno i lati del poligono. 

Se il numero dei lati del poligono che si vuole, non si 
trovasse espressamente nei Problemi del Libro secondo : come 
per esempio se si vol esse costruire un poligono di sessanta lati; 
si duplichi, si triplichi o si quadruplichi, ecc. questo numero, 
flnche si arrivi ad avere uno dei numeri , che si contengano 
espressamente nei Problemi; nell'esempio addotto si duplichi il 
60, e si avra 120; il qual numero si trova , espressamente al § 
42, dove si da il modo di dividere la circonferenza in 120 parti 
eguali. Queste parti prendendole a due a due ci somministre- 
ranno 60 archi eguali; le corde dei quali saranno i 60 lati del 
poligono che si voleva. Se si avesse dovuto triplicare il nu- 
mero, come nei caso, che si fosse voluto un poligono di 16 lati; 
divisa allora la circonferenza in 48 parti (§ 38), numero triplo 
del 16, si doyranno prendere tre di questi archi per avere un 
arco, che sia la sedicesima parte della circonferenza : ognuno 
di questi archi eguali avra per corda un lato del poligono di 
sedici lati ed angoli. 

130. Pfob. Adun cerchio dato BCDd (fig. 59) circoscrivere 
un triangolo equilatero (§ 124). 

Sol. Si faccia al raggio di questo cerchio AB=BC = CD; 
a BD =BL=DL = Dd = DN=dN=dM~BM. 

I tre punti L, M, N saranno i vertici del triangolo equi- 
latero circoscritto al cerchio. 
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Dim, II triangolo BDd e equilatero iscritto al cerchio (§§ 29 
e 131). Ai lati di questo hanno eguali i lati i triangoli DLB, 
NDd, dBM; dunque sa- 
ranno eguali i loro an- 
goli (8, lib. I). Perci6 
i tre angoli NDd, dDB, 
BDL saranno eguali ai 
tre angoli del triangolo 
iscritto, cioe a due retti 
(82, lib. I). Quindi la 
NDL sara retta (14, lib. 
I). Lo stesso si dimo- 
strerA delle altre due 
LBM j NdM . Saranno poi 
ciascuna di esse dupla 
del lato BD, dunque e- 
guali tra loro. Dunque il 
triangolo LMN e equilatero. Essendo poi gli angoli NDd, DLB 
eguali, sard, la Dd parallela alia LB (29, lib. I), ossia alia LM . 
Ora i punti N t A,B sono in una retta perpendicolare alia Dd 
(§§ 13 e 14). Dunque la AB e perpendicolare anche alia LM 
(27, lib. I). Dunque la LM e tangente del cerchio (J 6, lib. III). 
Lo stesso si dimostrera delle due NL, NM. Dunque il triangolo 
NLM e equilatero circoscritto al cerchio (def. 2 a , lib. IV). 

132. Prob. Ad un dato cerchio (fig. 60) circoscrivere un 
quadrato. 

Sol. Si divida la sua circonferenza 
in quattro parti eguali nei punti B, 
F, E, f (§ 27). Con questi punti presi 
per centri,ecol raggio AB si segnino 
degli archi, che si taglino in R, 8, T, 
V. Saranno questi ultimi quattro punti 
i vertici del quadrato circoscritto al 
cerchio. 

Dim. L'angolo TBA e retto(§ 100). j 
Nella stessa guisa si dimostra essere 
retto P angolo 8BA. Dunque TBS e 
una retta (14 , lib. I) perpendicolare 
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al dlametro BE, e perd tangente al cerchio (16, lib. III). Lo 
stesso si dimostra delle altre TFV, VER, RfS. Avendo poi il 
triangolo BFT i lati eguali rispettivamente ai lati del trian- 
golo BFA; sara V angolo BTF=BAF (8, lib. I) ; quindi retto 
(§ 27). Lo stesso si dimostra degli altri angoli V, R, S. Dun- 
que ecc. 

133. Ad un dato cerchio circoserivere un pentagono regolare. 
Sol. Sia il cerchio BDE de- 

scritto col raggio AB (fig. 61). 
Si divida la sua circonferenza in 
cinque parti eguali (§ 40) nei 
punti B, C, Z), E, F. Fatto cen- 
tro in uno di quest! punti C, col 
raggio CB si descriva la semi- 
circonferenza BDP (§ 64). Preso 
per centro il punto E opposto 
all'arco CB, col raggio EC si tagli l'arco BDP in p. Col rag- 
gio Pp, e coi centri B, C, D, E, F si segnino degli archi , che 
si taglino in b, c, d, e, f. Saranno quest! ultimi punti 1 vertici 
degli angoli del pentagono circoscritto al cerchio. 

Per dimostrazione di questo Problema servira la dimostra- 
zione del seguente. 

134. Prob. Dati i vertici d'un poligono regolare iscritto al 
cerchio (fig. 62); trovare i vertici d'un 
simile poligono regolare circoscritto. 

Sol. Sieno i punti B, C, D, E, ecc. 
vertici del poligono iscritto al cerchio. 
Con uno di essi C preso per centro, e 
colla distanza di due d'essi CB presa 
per raggio si descriva la semicircon- 
ferenza BDP (§ 64). Coi centri B e C, 
e col raggio BD si segnino due archi, 
che si taglino in V. (Nel caso del pen- 
tagono (fig. 61) il punto V coincide col 
punto E). Con questo stesso raggio BD, 
e col centro V si tagli la circonferenza BDP in p. Col raggio 
Pp, e coi centri B, C, D, E, ecc. vertici dell'inscritto si descri- 
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vano degli archi, ohe si taglino nei punti b, c, d, e, ecc. Questi 
saranno i vertici del poligono regolare circoscritto. 

Dim. Pel § 22 si ha pP . VC=(CD) 2 , cioe cC . BD=(BC)*. 
Quindi (17, lib. VI) BD:BC::BC: Cc. Ma BC=CD e Bc = 
= cC. Dunque nei due triangoli isosceli BCD, BcC tutti i lati 
saranno proporzionali. Dunque (5, lib. VI) sara 1' angolo cCB 
= CBD. Quindi le due cC > BD saranno parallele (28, lib. I). 
Nella stessa guisa si provera , che alia stessa BD e parallela 
anche la Cd. Saranno dunque i punti c, C, d nella stessa retta. 
Ma per essere BC=CD, il raggio AC e perpendicolare alia BD 
(§ 14). Dunque anche alia cd (29, lib. I). Dunque la cd e tan- 
gen te (16, lib. Ill) alia sua meta in C. Lo stesso si dimostra 
della de=cd nella sua meta, in D, e cosl delle altre. Saranno poi 
queste tante di numero , quanti sono i punti B, C, D, E, ecc. 
Dunque ecc. (def. 2% lib. IV). 

135. Prob. Sopra un dato lato AE costruire un triangolo 
equilatero (Pig. 1). 

Sol. Si trovi il pun to D 
come nei § 1. Sara ADE il 
triangolo cercato. 

136. Prob. Sopra un dato 
lato AB costruire un qua- 
drato. 

Sol. Si trovino come al § 
100 i due punti F, T. Sara 
ABTF il quadrato cercato 
(fig. 43). 

Dim. Essendosi ivi dimo- 
strato essere la BT eguale e 
parallela ad FA, e percid perpendicolare ad A B; anche la F T 
sarfi, parallela alia BA (33, lib. I). Quindi anche gli angoli^T^ 
AFT saranno retti (27, lib. I), e ABTF un quadrato (Def. 32, 
lib. I). 

137. Prob. Sopra un dato lato AB costruire un pentagono 
regolare (Fig. 63). 

Sol. I. Col raggio AB centro A si descriva la circonferenza 
BCDEd, e si faccia ad AB = BC = CD = DE==Ed. Si faccia 
a BD = Ba=Ea. Si faccia poi ad Aa=Db=db. Col centro B, 
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raggio B A si descriva l'arco indefinite A C L. In esso si faccia 
ad Ab=AH=HP=PL. Si faccia similmente nella circonferenza 
BCD ad Ab—BQ=QK=KN. Coi centri L ed N, e coll-aggio AB 
si segnino due archi, che si taglino in M. Saranno i punti 
A, B , L, M, N vertici del pentagono regolare cercato. 

Dim. L'angolo C B F (Fig. 61) del pentagono regolare 
BCDEF e misnrato dalla meta dell'arco CDEF (20, lib. III). Es- 
sendo dunque quest'arco eguale a tre quinti della circonferenza; 
langolo CBF del pentagono e misnrato da tre decimi. Ora gli 
archi AHPL, BQKN, che misurano gli angoli ABL, BAN, sono 
ciascuno tre decimi della circonferenza (§ 41). Sono dunque gli 
angoli ABL, BAN gli angoli del pentagono regolare da costruirsi 
sopra AB. Sono poi anche i tre lati AB , BL , AN eguali tra 
loro, cioe lati di esso pentagono. Confrontando dunque i punti 
L, B, A, N di questa Figura 63 coi punti C, B , F, E della 
Fig. 61, il triangolo LMN di questa Figura, avendo i lati eguali 
rispettivamente ai lati del triangolo CDE (Fjg. 61), avra anche 
gli angoli eguali (8, lib. I), e tutto coincidera. Dunque ecc. 

Sol. II. Descritta, come sopra, col raggio AB, centro A la 
circonferenza BDd (fig. 64), e in essa fatto ad AB=BC=CD 
=DE=Ed-, e fatto a BD=Ba= 
Ea ; e fatto ad Aa=Db—db ; col 
raggio bE, e col centro A si se- 
gni un arco, che passi per L ed 
M. Collo stesso raggio bE, e col 
centro B si tagli quest' arco in 
M e la circonferenza in N. Fi- 
nalmente collo stesso raggio, e 
col centro N si tagli l'arco LM 
in L. Saranno i punti A, B, L, 
M } N vertici del pentagono re- 
golare. 

Dim. Si ha {BEf=(bE) % + 
{Bhf+2Bb. bE (4, lib. II). Es- 

sendo poi l'angolo BNE nel semicerchio , si ha (31 , lib. Ill, 
47, lib. I) (BEY={BNY+{NEf. Confrontando i due valori di 
{BEJ, nei quali {bE)*={BN)\ risulta (Bby+2Bb . bE = (NE) 2 . 
Essendo poi bE=bA+AE=.Ab+AB, si avra (Bbf+2Bb . Ab+ 
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2Bb . AB=(NE) % . Ma 2Bb . AB=2(Aby (§46). Dunque (£5)*+ 
2Bb . Ab+{Aby+(Ahy=(NE)\ Ma (Bb) a + 2Bb . Ab + (Ahy = 
(4fi) 2 . Dunque (AB) 2 +(Aby=(NE)'. Sara dunque JVE il Iato 
del pentagono iscritto nel cerchio BDd (§ 50) (10, lib. XIII) ; 
quindi essendo l'arco NE eguale a due decime della circonfe- 
renza, sara l'arco BCN eguale a tre decime, e l'angolo BAN 
sara l'angolo del pentagono regolare. Essendo poi la BN sot- 
tesa ai due lati BA, AN del pentagono regolare ; sara essa il 
lato del triangolo isoscele, che ha per base AB e ciascuno degli 
angoli alia base duplo dell'angolo al verlice (11, lib. IV). Sa- 
ranno dunque anche i punti L ed M vertici del pentagono regolare. 

138. Prob. Sopra un dato lato AB costruire un esagono re- 
golare (Fig. 65). , a i 

Sol. Col raggio AB, e coi cen- 
tri A e B si segnino due archi, 
che si taglino in )0. Collo stesso 
raggio, e col centro si descriva 
un cerchio , e nella sua circonfe- 
renza si faccia ad AB=BC= CD= 
DE=EF. Sara ABCDEF l'esagono 
regolare cercato. 

Per la Dimostrazione vedi la 
15, lib. IV. 

139, Prob. Sopra un dato lato 
AB costruire un ottangolo regolare (Fig. 66). 

Sol. I. Col raggio AB, e coi centri A e B si desfcrivano 
le due semicirconferen- 
ze BCDE, ACde (§ 64). 
Si faccia a CE= Ea= 
Ba=Aa.=ea.. Col raggio 
A B, centro a si tagli 
1' arco DE in H. Collo 
stesso raggio, e centro 
a si tagli 1' arco d e in 
h. Collo stesso raggio, 
e coi centri H ed h si 
segnino due archi, che 
passino per O e g. Col 
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raggio Ba, e coi centri a ed a si taglino questi archi in g e Q. 
Col raggio ^4fi , e coi centri G e g si segnino due archi, che 
passino per F ed f. Col raggio Aa, e coi centri a ed ot si 
taglino questi due archi in f ed F. Saranno i punti A, B, h, 
g, f, F, G , H i vertici dell' ottagono regolare costruito sul 
lato AB. 

Dim. I lati AB, Bh, hg, gf, AH, HG, GF sono tutti eguali 

per costruzione. Ora se si consider! un ottagono regolare in- 

scritto nel cerchio, si trovera, che ognuno dei suoi angoli alia 

circonferenza ha per base un arco eguale a sei ottavi di essa, 

e percid e misurato da tre ottavi (20, lib. III). Si ha poi l'arco 

BCH eguali a tre ottavi (§ 30). Dunque 1' angolo BAH e del- 

l'ottagono. Istessamente lo e l'angolo ABh. Essendo poi le aA, 

u.B perpendicolari alia AB (§ 27) , saranno parallele tra loro 

(29, lib. I). Dunque la Ha, che fa uu angolo setniretto colla aA 

(§ 27), lo fara aneora colla <x.B (27, lib. I); ma e semiretto anche 

hBa.', dunque aH e parallela ad hB (28, lib. I). DUnque ancbu 

ah e eguale e parallela alia HB (33, lib. I). Quindi 1' angolo 

haH=hBH (34, lib. I). Ora l'angolo liBH=hBE-HBE=hBE- 

l l 2 HAE (20, lib. III). Avra dunque per misura 3 / 8 - V le della 

circonferenza, cioe 5 / l8 di essa : dunque l'angolo Bha , che iu- 

sieme coll'angolo haH equivale a due retti (27, lib. I) , avrA 

per misura 8 /ie della circonferenza. Essendo poi nei due trian- 

goli ahB, ahg tutti i lati eguali tra loro; sara l'angolo ahg = 

ahB (8, lib. I). Quindi l'angolo totale ghB avra per misura 8 / 8 

della circonferenza , e sara angolo dell' ottagono. Istessamente 

lo sara L'angolo AHG. Sara aneora l'angolo hga — hBa. Ed a- 

vendo parimente gli angoli eguali tra loro i due triangoli gfa, 

BAa; sara l'angolo fga=ABa (8 , lib. I). Qnindi 1' angolo hgf 

sara composto di due angoli eguali rispettivamente a due, che 

compongono l'angolo HBA. Gli sara dunque eguale , e quindi 

sara angolo delPottagono. Istessamente lo sara l'angolo HGF. 

Saranno anche i punti f ed F vertici dell'ottagono come tutti 

gli altri. . 

Sol. II. Col raggio AB, e coi centri A e B descritte come 
sopra le due semicirconferenze BCDE, ACde, e fatto a CE= 
Ea=Ba=A<t=ex ; di nuovo col raggio AB , e col centro a si 
segni un arco, che tagli l'arco DE in H, e passi per F. Collo 



78 

stesso raggio, centro <x si segni un arco, che tagli l'arco de in 
h, e passi per f. Col raggio aA, centro a si segni un arco, che 
passi per f. Collo stesso raggio, centro a si segni un arco, che 
passi per F. Col raggio AB , e coi centri H ed F; h ed f si 
segnino degli archi, che si taglino in G, e g. 

Dim. Essendo per la dimostrazione della Soluzione I le AB, 
ax parallele ed eguali tra loro, come le due aA, xB, che fanno 
con quelle. angoli retti; posto per brevita AB=:1 ; sara anche 
ax=xf=zaF=l. Si ha poi (Ady=^2=(af) i =(xFy. Quindi saranno 
retti gli angoli fxa, Fool (48, lib. I) , e i punti f, a, S.nella 
stessa retta (14, lib. I), e in una stessa parallela i punti F, a, 
A. Essendo poi anche eguali fx, Fa , sara fF parallela ed e- 
guale alia xa=l, ed Faxfxm quadrate Avendo poi i due trian- 
goli FGa, HGa i lati eguali tra loro, avranno eguali anche gli 
angoli (8, lib. I), e sara l'angolo FGa= Gaff; quindi saranno paral- 
lele le due Gff, Fa, e quindi anche le due FG, off (33, lib. I). Ma 
l'angolo Faff, esterno al triangolo aHA , e eguale ai due opposti in- 
terni aHA, aAH(32, lib. I), cioe a tre semiretti; e dunque l'angolo 
FaH=BAH; dunque essendo eguali gli angoli opposti nei paralle- 
logrammi (34 , lib. I), anche FGff=BAH. Si ha poi V angolo 
Aaff=affG, ed Affa e retto; dunque anche l'angolo AHG vale 
tre semiretti. Parimente l'angolo fFa essendo retto, ed aI?G= 
aHG semiretto, sara anche l'angolo fFG eguale a tre semiretti. 
Lo stesso si dimostra degli angoli in f, g ed h. Essendo dunque 
tutti i lati e tutti gli angoli eguali, la Figura sara un ottagono 
regolare. 

Se si quadruplicano i due membri dell' equazione (§ 15) 
{QMf^AQf-iAMf, che appartiene alia Pig. 3, si avra 4£QM)* 
=4(AQy—4(AM) i , cioe (Qq) z =4(AQy-(ABy ; onde ne viene 
per ogni rombo il teorema : il quadrato d' una diagonale del 
rombo equivale a quattro quadrati d'uno de' suoi lati, sottrattone 
il quadrato deU'altra diagonale. Quindi nel rombo FaHG si avra 
(aG) 2 =4(Fa) i —(FHy. Ma essendo l'angolo FGH=HAB, e i lati, 
che comprendono quelli due angoli, eguali; risulta anche FH^ 
BH (4, lib. I). Si avra dunque {aGf=4,{ABy—{BHy={BEy— 
(Bff) 2 . Ma {BEy=(BHy-\-{HEy (31, lib. Ill, 47, lib. I). Dun- 
que (aGy=^(ffEy, e quindi aG=BE. 

Sol. III. Col raggio AB, e col centro A descritta la semi- 
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circonferenza BODE (§ 64) (fig. 67), e fatto a BD=Ba=Ea; 
col raggio AB, centro a si segni un arco, che tagli l'arco DE 

in JET, e passi per F. Col rag- 

gio aA, centro a si segni un 
arco, che passi per f. Col rag- . 
gio aB, centro a si segni un 
arco, che passi per g. Col rag- 
gio BH, centro a si segni un 
arco, che passi per h. Col rag- 
HE, centro a si segni un arco, 
che passi per G. Si faccia ad 
AB=Bh=Jig=gf=fF == EG. 
Sara anche FG—GH, ecc. 

Dim. I triangoli aAB, 
aBh, ahg, agf, ecc. che hanno il vertice in a e le basi sui lati della 
Figura, hanno tutti i loro lati eguali rispettivamente ai lati dei 
triangoli delle stesse lettere nella Figura 66. (Vedi le due di- 
mostrazioni antecedenti). Dunque avranno anche gli angoli e- 
guali (8, lib. I). Ed essendo similmente posti per ordine; anche 
gli angoli della Figura, che sono composti degli angoli di questi 
triangoli presi a due a due, saranno eguali agli angoli dell'altra 
Figura. Dunque ecc. 

Sol. IV. Col raggio AB, e col centro A (flg. €8) descritta 
la semicirconferenza BODE 
col fare in essa ad AB=BC 
= CD=DE, e fatto a BD= 
Ba = Ea , e col raggio AB, 
centro a avendo tagliata la 
semicirconferenza in H y col 
raggio EH, e coi centri E ed 
A si segnino due archi, che 
si taglino in P. Collo stesso 
raggio PA, centro P si tagli 
la semicirconferenza in Q. 
Col raggio BQ , e coi centri 
B ed H si segnino due archi , che si taglino in 0. Ora col 
centro 0, e collo stesso raggio OH si descriva un cerchio, che 
passara per A. Nella sua circonferenza si faccia ad AB=Bh = 
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Jig=gf=fF=FG. Saranno i panti A, B, h, g, f, ecc. i vertici 
dell'ottagono. 

Dim. Essendo QP=AP=EP , cosl pare QA=AE—AB , e 
la AB salla eontinuazione della AE (15, lib. VI), si avra (§ 22) 
BQ . AP=(AQf. Qaindi AP : AQ : : AQ : BQ (17, lib. VI), ossia 
HE: AE: : AB : BO. Ma HE e un lato dell' ottagono inscritto 
al cerchio di raggio AE. Dunque anche AB sara lato dell' ot- 
tagono inscritto al cerchio di raggio BO. 

140. Prob. Sopra un dato lato AB costruire un decagono 
regolare (Fig. 69). 

Sol. Col centro A, 
e col raggio AB si de- 
scriva il cerchio BDd. 
Si faccia nella sua cir- 
conferenza ad AB= BC 
= CD = DE=Ed. Si 
faccia a BD=Ba=Ea. 
Si faccia poi ad Aa = 
Db^db. Ora col raggio 
bE, e coi ccntri A e B 
si descrivano due archi . 
che si taglinoin V. Collo 
stesso raggio BE, e coi 
centro V si descriva il 
cerchio B L M N 
PQRSA , e si faccia ad 
AB = BL = LM=MN= 

NO=OP=PQ=QR = RS. II punto S sara nella sezione delle 
due circonferenze e si avranno nei punti A> B, L, M, ecc. i 
dieci vertici del decagono regolare cercato. 

Dim. La BE e un lato del triangolo isoscele , che avendo 
per base la AB t ha gli angoli alia base ciascuno doppio del- 
golo al vertice (§ 137). Dunque nelftriangolo VAB sara 1' an- 
golo B VA eguale a un quinto di due retti (32 , lib. I). Sara 
dunque l'arco BA, che lo misura, eguale ad un decimo della 
circonferenza, come lo saranno gli altri archi BL, LM, MN, ecc. 
Sara dunque il poligono ABLMNOPQRS un decagono regolare 
inscritto al cerchio di centro V e costrutto sul lato AB. 
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141. Prob. Sopra un lato dato AB costruire un poligono 
regolare (fig. 69) qualunque tra quelli, che si possono inscri- 
vere al cerchio (§ 128). 

Sol. Col raggio AB si descriva un cerchio BDd. In esso 
si iscriva un poligono regolare simile a quello , che si vuole 
costruire sul lato AB, ciofe di un egual nuraero di lati (§ 128); 
e sia Bl un lato di questo poligono inscritto. A questo lato 
Bl e al raggio AB si trovi la terza proporzionale (§§ 87, 89, 
90, 91, 92). Con essa presa per raggio, e coi centri A e B si 
segnino due archi, che si taglino in V. CoUo stesso raggio VA, 
centro V si descriva un cerchio ABLMN, ecc, e si faccia ad 
AB=BL=LM=MN ecc. I punti A, B, L, M, N, ecc. saranno i 
vertici del poligono cercato. 

Dim. Avendo il triangolo B Al i lati proporzionali ai lati 
del triangolo BVA, sara Pangolo BAl=BVA (5, lib. VI). Dun- 
que gli archi Bl, BA, che li misurano, saranno porzioni eguali 
delle loro circ~onferenze. Dunque ecc. 

142. Prob. Costruire (fig. 70) un quadra to intorno ad una 
data diagonale AB, 

Sol. Col raggio AB, centro A si 
descriva Tarco BODE. CoUo stesso 
raggio, ,e -col centro B si descriva 
l'arco indefinite CP , e si faccia a 
BC=CD=DE. Si faccia poi a BD 
=Ba=Ea. Ora col raggio Aa, e col 
centro E si tagli 1' arco CP in P. 
Col raggio AP, e coi centri A e B 
si segnino due archi, che si taglino 
in L ed M. Sara ALBM il quadrato 
cercato. 

Dim. Se si supponga per brevita AB=1, sara AP = , / i l/ _ 2 
(§ 104) = AL=BL. Quindi {ALf={BL) 2 =^ 2 , ed (ALf+(BL) 2 
=l={ABy. Dunque l'angolo BLA e retto (48, lib. I), e semi- 
retti i due angoli eguali tra loro LBA , LAB (5 e 32, lib. I). 
Istessamente si dimostrera essere retto l'angolo BMA, e semi- 
retti gli angoli MBA, MAB. Dunque saranno retti gli angoli 
MBL, MAL ed ALBM sara il quadrato cercato. 
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LIBRO DECIMO 



DEI OENTRI 




143. Trovare (fig. 71 il centro d'un cerchio dato MAB. 

Sol. Fatto centro in qual- 
che punto A della sua circon- 
ferenza, con uno raggio arbi- 
trario AB, che riesca minore 
del diametro del cerchio dato, 
e maggiore del suo quarto, si 
descriva la semicirconferenza 
BCDE facendo ad AB = BC 
= CD = DE. Sia M il punto 
dove questa taglia la circon- 
ferenza del cerchio dato. Col 
raggio EM, e coi centri E ed A si segnino due archi , che si 
taglino in L. Collo stesso raggio LA, e col centro L si tagli il 
cerchio BME in Q. Col raggio BQ, o coi centri B ed A si se- 
gnino duo archi, che si taglino in O. Sara O il centro cercato. 

Dim. Essendo la BAE una retta (15 , lib. IV) , 1* angolo 
esterno LAB e eguale ai due interni opposti ALE, AEL presi 
insieme nel triangolo ALE (32 , lib. I). Ora i triangoli LAE, 
LAQ hanno tutti i lali eguali fra loro; quindi hanno eguali gli 
angoli opposti ai lati eguali (8, lib. I). E dunque l'angolo AEL 
= QAL ed ALE=ALQ. Dunque l'angolo LAB e eguale ai due 
presi insieme QAL e QLA. E tolto via da tutte due le parti 
l'angolo QAL , resta 1' angolo QAB = QLA. Sara dunque nel 
triangolo LAQ la somma degli altri due angoli LAQ, LQA 
eguale alia somma dei due angoli AQB, ABQ nel triangolo ABQ 
(32, lib. I). Ma questi due triangoli LAQ, ABQ sono isosceli 
per costruzione; dunque gli angoli alia loro base saranno eguali 
alia semisomma (5, lib. I), e perd eguali nell'uno e nell' altro 
triangolo tra loro. Saranno dunque i triangoli LAQ , ABQ si- 
mili (4, lib. VI), e sara LA ad AQ, come AQ a QB. E sosti- 
tuendo valori eguali, sara ME ad JGM, come AB ad OB. Dun- 
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que i triangoli isoseeli MAE, AOB, avendo i lati proporzionali, 
sono equiangoli tra loro (5, lib. VI), ed e 1'angolo OAB=AME 
=AEM. Ma 1'angolo MAB esterno e egaale ai due interni, eguali 
tra loro, presi insieme AME, AEMnel triangolo AEM(32, lib. I.). 
Dunque sara eguale all'angolo OAB preso due volte; ossia sara 
OAB=OAM. Ma sono ancora nei due triangoli OAB, OAM eguali 
tra loro i lati AB, AM, ed il lato OA e comune ; cioe i due 
triangoli hanno un angolo eguale eompreso fra lati eguali ; dunque 
(4, lib. I) sara anche il terzq lato OB d'un triangolo eguale al 
terzo lato OM dell'altro. Dunque le tre OB, OA, OM sono eguali, 
e pero O e il centro, che si cercava del circolo MAB (9, lib. III). 

144. Qualora s'e trovato il valore della QB terza propor- 
zionale alle due LA, AQ, ossia alle due EM, EA, che e il va- 
lore del raggio del cerchio , di cui si cerca il eentro , bastera 
prendere due punti ad arbitrio nella circonferenza del cerchio, 
e fatto centro in essi, con questo raggio segnare due archi, che 
si taglino. La loro sezione sara il centro del cerchio. 

145. Sara utile in pratica, per ottenere sezioni ad angoli 
meno acuti, scegliere ad occhio un raggio AB, che s'accosti al 
valore del raggio del cerchio che si cerca. 

146. Prob. Ad un trian- 
golo equilatero (fig. 72) dato 
circoscrivere ed inscrivere un 
cerchio. 

Sol. Siano i vertici del 
triangolo dato A, B ed M. Col 
raggio AM, e col centro A si 
scgni l'arco MDE, e si faccia 
ad AM=MD=DE. Col raggio 
BD e coi centri B ed A si segnino due archi , che si taglino 
in L. Collo stesso raggio' LA, e col centro L si tagli l'arco DE 
in Q. Col raggio QE, e con due vertici del triangolo, per esempio 
A e B, presi per centri si segnino due archi, che si taglino in 
O. Collo stesso raggio OA, e col centro O si descriva un cerchio. 
Esso sara cireoscritto al triangolo. 

Si divida per meta la QE in m (§ 66). Col raggio Qm e 
collo stesso centro si descriva un altro cerchio, Esso sara 
inscritto al triangolo. 
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Dim. Dalla dimqstrazione del § 143 risulta essere anche qui 
la QE terza proporzionale alle due EM, EA, esseodo anche qui 
la BAE una retta. Sara dunque la QE raggio d'un cerchio, che 
passa pei tre punti M, A, B; e sara il centro (§ 144). 

Nella figura 59 , nella quale il cerchio DBd e inscritto al 
triangolo NLM, avendosi la AD perpendicolare ad LD, e la NAB 
ad LB (§ 131), i triangoli rettangoli NDA, NBL, che hanno un 
angolo comune in N, hanno anche il terzo angolo eguale (32, 
lib. I); quindi si ha la proporzione (4, lib. VI) NL : LB : : NA : 
DA. Ma NL e doppia di LB ; dunque anche NA e doppia di 
DA, cioe il raggio del cerchio circoscritto al triangolo equila- 
tero e doppio del raggio del cerchio inscritto. Dunque ecc. 

147. Prob. Ad un quadrato 
dato circoscrivere ed inscrivere 
un cerchio (fig. 73). 

Sol. Sieno i quattro verticil 
dati del quadrato A , B , T, P.\ 
Si taccia ad AB=AE. Ad PB- 
=PE. Collo stesso raggio BP, el 
col centro B si segni un arco,! 
che passi per Q e q. Col centro 
E, e col raggio EA si tagli que- 

st'arco in Q e q. Collo stesso raggio AE, e coi centri Q e q 
si segnino due archi, che si taglino in M. Col raggio AQ, e coi 
centri A e B si segnino due archi, che si taglino in O. Collo 
stesso raggio OB, e col centro si descriva un cerchio. Esso 
sara circoscritto al quadrato. Collo stesso centro 0, e col raggio 
OM si descriva un altro cerchio. Esso sara inscritto al quadrato. 

Dim. Se per brevita si suppone AB=1, si avra AQ= l f 2 \/'2 
(§ 104)=;! 0=7?0. Sara dunque (AOY+(BO) 2 =l=(ABy. Quindi 
sara retto Pangolo BOA (48, lib. I), e semiretti gli angoli OAB, 
OBA (5 e 32, lib. I). Essendo poi retto Tangolo BAP del qua- 
drato, sara semiretto l'angolo OAP. Dunque nei due triangoli 
BAO, PAO si avra un angolo eguale compreso fra lati eguali 
tra loro. Quindi sara anche OB = OP (4, lib. I). Nella stessa 
maniera si diraostra essere anche OB=OT. Dunque il cerchio 
ABTP e circoscritto al quadrato. 

La OM e perpendicolare alia MA (§ 83). Dunque la BMA 
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6 tangente al cerchio descritto col raggio OM, Lo stesso si di- 
mostra degli altri lati AP, PT, TB. Dun que il cerchio descritto 
col raggio OM, e col centro e inscritto al quadrato. 

148. Prob. Ad un qualun- 
que poligono regolare (fig. 74) 
circoscrivere e inscrivere un 
cerchio. 

Sieno B, A, Aftre vcrtici 
di qucsto poligono regolare, 
dei quali quello di mezzo A 
sia egualmente lontano dagli 
altri due B ed M. Fatto cen- 
trp in A , col raggio AB si 
descriva la semicirconferenza 
BCDE{§ 64). Col raggio ME, 
e coi centri A ed E si segnino 
due archi, che si taglinoin L. Col centro L e collo Htesso raggio 
£4 si tagli la semicirconferenza BODE in Q. La tfQ sara il 
raggio del cerchio circoscritto. E per6 presi per centri due ver- 
tici del poligono, per esempio B ed A, e uol raggio BQ segnati 
due. archi, che si taglino in 0; sara II centro. 

Se ^£ e un lato del poligono, m divida per meta In T{§ 66). 
Sara 07 1 il raggio del cerchio inscrltto , ctie si descrivera col 
medesimo centro O. Se fosse qualunquc altro Ah uno de' iati 
del poligono, si divida per meta Ah in t. Sara ONI raggio del 
cerchio da inscriversi col medeeimo centro. 

Dim. Che O sia il centro dot cerchio , che passa pei tre 
punti B, A, M, risulta dalla dlmostrazione del § 14. Dunque e 
centro del cerchio ciscoscritto, poic.he pei tre punti Li, A, M mm 
si pud far passare che un cereliio (25, lib. IN). 

E poi OT perpendicolare alia TA (§83). Quindi la TA sara 
tangente al cerchio descritto col raggio OT , c col centro O 
(16, lib. I). Lo stesso si dimosira di tntti gli altri lati eguali 
ad AB. Dunque questo cerchio e mscritto al poligono, che ha 
per lato AB. Istessamente si dimosira, che il cerchio descritto 
col raggio Ot , e col centro e inscritto al poligono , che ha 
per lato Ah. 

149. Se AB e lato del poligono, nel quale si vuole inscrivere 
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il cerchio, ci saranno molte maniere di dividerlo per meta (§ 66). 
Pel quadrato abbiamo assegnato la piu semplice (§ 147). Pel 
triangolo solo (§ 146) il raggio del cerchio inscritto e la meta 
del raggio del circoscritto. Nel solo qaadrato e eguale alia meta 
del lato. 

150. Prob. Trovare il centro 
8 d'un cerchio (fig. 75), che passi 
per tre punti dati PQR. 

Sol. Fatto centro in Pe Q> 
con un raggio arbitrario si se- 
gnino due archi, che si tagline 
in A e B. Fatto centro in Qtd 
R, si segnino pure con un raggio* 
arbitrario due archi, che si ta- 
glino in Ce D. Si trovi il punto 
S, dove le due AB , CD si ta- 
gliano (§ 112). Sara S il centro cercato. 

Dim. Vedi la 25, lib. III. 




LIBRO UNDECIMO 



PROBLEMI VARJ 



151. Prob. Data una scala LS, trovare 1' area del campo 
triangolare ABD , e del campo 
quadrilatero ABCD (fig. 76). 

Sol. Si faccia a AB = Ba; a 
DA=Da (§ 11). Si portino sulla 
scala LS le distanze Aa e BD 
prese sul compasso , e si trovi 
essere per esempio Aa=l , BD 
= 8. Si moltiplichino tra loro 
questi due numeri, e si pigli il 
quarto del prodotto = 14. Questo 
numero esprimea-A. V urea & e i 
triangolo ABD. 

Se si voglia l'area del campo 
quadrilatero ABCD, trovato, 



J> 4- — -- ->E 



1 fhjb 
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come qui sopra, il 'punto' a > si faccia a BC—Bc, a DC—Dc. 
Si trovino sulla scala W< due/ distanze Aa, Cc,. e sia per esem- 
pio Aa=T, Cc=f>. Per la loro somma=tl2 si moltiplichi la BD 
trovata sulla scala per esempio = 8. Del prodotto' 96 si pigli la ! 
quarta parte 24. Questo numero esprimera 1'area del quadrila- 
tero ABCD. 

Dim. La Aa e doppia della perpendicolare, che da A cade 
sopra la BD (§ 14). Ma l'area del triangolo ABD e eguale alia 
meta dell'area d'un parallelogrammo, che ha per base la BD, 
e per altezza questa perpendicolare (41, lib. I). Dunque e eguale 
alia quarta parte del prodotto della Aa nella BD. Egualmente 
l'area del triangolo BCD e eguale alia quarta parte del pro- 
dotto della Cc nella BD. Dunque l'area del quadrilatero ABCD 
e eguale alia quarta parte del prodotto della somma delle due 
parallele Aa, Cc nella loro perpendicolare BD. 

152. Pud servire questo problema a misurare l'area di tutto 
un disegno di un campo poligono, ripartendolo in tanti quadri- 
lateri e triangoli coirimmaginarvi delle linee rette. Si potreb- 
bero proporre anche altre ma- 
rc iere di ridurlo in trapezj 
ma queste si possono, quando; 
giovi, raccogliere facilmente 
dal metodo , col quale si e| 
sciolto questo problema. 

153. Prob. Dati i piani 
triangolari (flg. 77), che con 
tengono una piramide tetrae- 
dra, trovare nella sua basi 
il»punto, nel quale cade la 
perpendicolare dal vertice, <l 
trovare la sua altezza. 

Sol. Sia il triangolo ABC\ 
1« base di questa piramide! 
tetraedra,e sienoAEC, BDC,\ 
AFB i piani triangolari, chej 
v^anno al suo vertice. 

Col centro C e col raggio 
CD = CE si descriva un arco, che passi per e e d. 
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Col centro B e col raggio BD si descriva un arco, che tagli 
il primo in d. Col centro A e col raggio AE si segni un arco, 
che taglr il primo in e. 

Si trovi il punto P, dove si tagtiano le due rette Dd , Ee 
(§ 11). Sara questo il punto, dove cade la perpendicolare dal 
vertice della piramide. 

Si divida per meta la C E in m (§ 66). Col raggio m C, 
centro m si descriva la semicirconferenza CpE. Si faccia a CP 
= Cp. Sara Ep 1'altezza della piramide. 

Dim. Se nella piramide SABC , (fig. 78) che ha per base 
il triangolo ABC e per vertice S, si guidi nel triangolo SCB 
la retta SH perpendicolarea 
C B , e nel piano della base 
A CB dal panto S si alzi la 
perpendicolare S d ; sara in 
essa il panto P, in cui cade 
la perpendicolare SP dal ver- 
tice (11, lib. XI). Istessamente 
se dal panto Snel piano SAC 
si guidi ad AC la perpendi- 
colare St , e da e nel piano 
della base A C B si guidi la 
perpendicolare te alia stessa 
AC; sara in essa il punto P. Sara dunque questo la sezione 
delle due rette 8rf, te. Ma nella Figura 77, nella quale i punti 
D ed E rappresentano il punto S della Figura 78 , la D d e 
perpendicolare alia BC in un punto 8 (§ 14); cosi pure la Ee 
e perpendicolare alia AC in un punto e. Dunque il punto P e 
il cercato. 

Essendo poi i due triangoli C P S, (fig. 78,) Cp E (fig. 77) 
rettangoli in P e p il primo per supposizione e il secondo per 
la 31, lib. Ill , ed essendo C S la stessa CE e la CP = Cp; 
sara ancora PS=pE. Poiche (Fig. 78) (CS)> — (CP) i = (PSf 
(47, lib. I). Egualmente (Fig. 77) {CE? —(Cp? ={pE)\ Ma 
{CSy-{CPf={CEy~{Cpf. Dunque {PSf^ipEf. QuindiPtf= 
pE. E dunque pE 1'altezza della piramide. 

154. Fin qui nelle Dimostrazioni non ci siamo dipartiti dagli 
Element! di Euclide. Ma poiche in seguito ci6 non si potrebbe 
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piu fare ogni volta senza troppa prolissita; porremo qui in sus- 
sidio alcune equazioni, che si trovano dimostrate in tutti i trat- 
tati di Trigonometria Piana. 

155. Se in nn cerchio descritto col raggio = 1 sieno x ed 
y due arcbi qualnnque ; si avra : 

sen (se + y) = sense . cosy -f- cossc . seny, 
•en (sc — y) = sense . cosy — cossc . seny, 
cos (sc + y) = cossc . cosy — sense . seny, 
cos (se — y) = cossc . cosy -f sense . seny. 

156. Se nella terza di qneste equazioni si ponga sc = y ; 
si avra : 

cos 2sc = (cossc) 2 — (sense) 8 . 
E poictae (cossc) 8 -f- (sense)* = 1 , e quindi (cossc)* = 1 — 
(sense)*; ne verra cos 2sc = 1 — 2 (sense) 2 e quindi (sense) 8 = 

— — : e flnalmente sense =1/ \ ~ cos ^ a? . 

2 V 2 

157. Se si sommano la prima e la seconda delle equazioni 
del § 155, ne verra 

sen (sc + y) + sen (x — y) = 2 sense . cosy, 
e quindi 

sen (sc + y) + sen (sc — v) 
sense . cosy = ± — ' aj ^ ^ . 

Se si faccia sc + y = p; x — y = q; si avra 2sc = p -|- q ; 
quindi sen p -\- sen q = 2sen ^±3. . C os ^ZI? • 

158. Se si sommano la terza e la quarta delle equazioni 

del § 155, ne verra 

cos (sc -\- y) -+- cos (sc — y) 
- _ 



cossc . cosy 



e quindi cos p + cos q = 2 cos ^— 1£ cos - — - • 

159. Se si sottrae la terza dalla quarta delle predette e- 
quazioni, ne verra 

cos (sc — y) — cos (sc 4- v) 
sense . seny — ^ Zl i — — yf 

e quindi cos q — cos p = 2 sen £x£ . sen ?^L • 
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160. Essendo 2 sena? = corda 2 x; sara (§ 156) corda 2 sc 




= 2 



/ 1 



cos 2 a; ; e posto a? in luogo di 2 a?, si avra 



corda a; 



i / 1 — cosa? _ | 2 — 2 coat 1 . 



Se si chiami fc la corda, c il coseno, s il senu, h la corda 
del complemento al quadrante ; si avra 

k* = 2 — 2 c, .ft» = 2 - 2 s. 
Dalla prima di queste due equazioni si avra c = 1 

ed essendo » = }/ 1 — c 2 = | fc 2 



7, *». 



/i* = 2 - 2fc |/ 1 - 7 4 fc 2 . 

161. Pro6. In un dato triangolo equilatero ABC (fig. 79) 
inscrivere un quadrato 
heed (§ 124). 

Sol. I. Se vorremo ser- 
virci dei lati dati del trian- 
golo, col centro A e col rag- 
gio AB si descriva il serai- 
cerchio BCDE (§ 64). 

Col centro E, col rag- 
gio .EC si descriva un arco, 
che tagli il dato lato AB 
in e. Col centro A, e col 
raggio Be si descriva un 
avco , che tagli lo stesso 
lato in b. Coi centri bee 
e col raggio eb si descri- 
vano due archi, che taglino 
i lati AC in d e CB in c. Sara becd il quadrato iscritto. 

Dim. Posto per brevita AB—l, sara. Ee=EC~BD = j~% 
(§ 2); quindi Be=BE—Ee=2—-fs=Ab\ quindi be=AB— 2AB- 
— 2y~3 — 3 = (2 — y~§) y~s = ec. Sara dunque .Be : ec : : (2— y 3 ): 
(2-y~3)y~3 : : 1 : fs. 

Ma se si suppone che la AB sia tagliata per meta in T 
dalla perpendicolare CT; sara pure BT: TC : ; l / 2 : VyS (§ 104); 
cioe BT:TC::1 : y~s. Dunque la ec e parallela alia TC (2, 
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lib. VI), e quindi perpendicolare alia AB (27, lib. I). Lo stesso 
si dimostrera della db. Dunque becd e il quadrate inscritto. 

Sol. II. Se poi non ci volessimo servire della intersezione 
dei lati dati del triangolo ABC; ma solamente dati i tre punti 
estremi A, B e C del triangolo si dovessero trovare i quattro 
punti b, e, c, d del quadrato da inscriversi; 

Col centro E , come prima , e col raggio EC si segni un 
arco, che passi per e, C ed a. Collo stesso raggio, e col centro 
B si segni un arco, che tagli l'antecedent* in a. 

Col raggio AB, e col centro a si tagli la semicirconferenza 
BCDE in H. Si faccia in essa ad Ha=HI=IK. 

Col raggio aK, e col centro D si descriva un arco, che 
passi per e. Sara determinate il punto e. 

Col raggio Be, e col centro A si guidi un arco per b. Col 
raggio Ce, e col centro C si guidi un altro arco, che tagli l'ul- 
timo in b. Col raggio be, e coi centri b e C si segnino due archi, 
che si taglino in d. Collo stesso raggio be, e coi centri e e C 
si segnino due archi, che si taglino in c. Sara becd il qua- 
drato cercato. 

Ovvero compito il cerchio BCDE8, e fatto ad AB — 258; 
col raggio aK determinate come qui sopra, e coi centri D e 8 
si descrivano due archi, che si taglino in e. II resto si faccia 
come sopra. 

Dim. II punto K si sara qui determinate come nella fi- 
gura 9 (§ 32) per via del medesimo punto a, sicche l'arco BK 
sara una ventiquattresima parte della circonferenza. Ora nella 
figura 9 essendo BK=Bk=EM; se si confrontino i punti a, K, 
B, k, A, M eoi punti Q, A, R, 8, p, B della figura 4; dall'e- 
quazione (AQY=(BQ)*— AS.pQ (§ 20) risultera per la figura 9 
l'equazione (aKy^Baf—Kk . Aa. Ora Kk h corda d'una dodi- 
cesima parte della circonferenza. Per trovare il suo valore, 
supponendo per brevita ;H?=1, si ha il seno di BN=Kk=AX 
(fig. 12)= 7* > e i! doppio del suo coseno, cioe 2NX — NO = 
= BD = /3 : quindi se nell' equazione (§ 160) corda x = 
V2 — 2 cos x in luogo di x si costituisce l'arco Kk, e in luogo 
di 2 cos x, y"3, si avra la retta Kk=fe — fs~=^%—^~ s . Quindi 
(aKY=B- (fif a - fj^). i~2 (§ 27) = 3 - tyi - l)=4- jl. Ora 
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se coi centri D e 8, e col raggio aK si segnino due archi , che si ta- 
glino in e, sara il pun to e sulla retta BE(% 13), che divider* in due 
egualmente la Z>8 al punto R ad angoli retti (§ 14), facendo RD 
=t /,fs (§ 104 )- Essendo dunque {Def={DRy-\-{eBf (47, lib. I); 



sara (eRy=(Dey-(DR) 2 =4:-]/-3 - 3 / 4 



13— 4y~s 



e quindi eR 



=y"3— 7j c eJS=y"3. Dunque per la dimostrazione della Solu- 
zione I il punto e e uno degli estremi del quadrato. Sara poi 
lo stesso, se si trovi coi centri D ed E, e coi due raggi aK e 
BD , come nella prima parte di questa Soluzione II. Avendo 
poi eguali i lati tra loro i due triangoli CAb, CBe, sara 1' an- 
golo CBe=CAb (8, lib. I) —CBA. Quindi il punto b sara sulla 
BA, e sara un altro estremo del quadrato. Finalmente essendo 
in questa Soluzijne le rette Cb, Ce le stesse di posizione e di 
grandezza, che nella Soluzione prima, ed essendo anche nella 
prima Soluzione Cd=bd , Cc—ec a cagione del triangolo equi- 
latero Ccd pel parallelismo della cd alia BA (2 , lib. VI) ; sa- 
ranno anche i punti dec determinati in questa Soluzione come 
nella prima. 

162. Prob. Nel quadrato ABLF inscrivere un triangolo 
equilatero (fig. 80), che ha 
un angolo B ad un angolo 
del quadrato. 

Sol. I. Col centro A e 
col raggio AB si descriva 
la semicirconferenza BFE, 
facendo ad FB = FE-, si 
faccia pure a BE—BQ,^.' 
=EQ. Se ci vogliamo ser- 
vire delle sezioni dei lati 
dati del quadrato; col cen- 
tro F e col raggio FQ si 
descriva un arco, che tagli 
due lati del quadrato nei 
punti M ed N, saranno i punti B, M, N gli estremi del trian- 
golo cercato. 




93 



Dim. Essendo retto 1' angolo QAB (§ 83) ; sara (BQf = 
=(ABf+(AQy (47, lib. I), e preso per brevita AB=l; si avra 
4=1+(^Q)*; quindi AQ=]/~3] FQ=AQ-AF=]/-s~l—FM=FN. 
Quindi (FMy=(FNf=4:-2y~s , e pero , (MNy=(FMf+(FN) 2 
=8— 4j/k. Essendo poi LM—LF— FM=1— (y"s— 1)=2— V"s; sara 
(LJ/) 2 =7--4iAs. Quindi (BM?=(BLy+(LMy=8— iyB=(MN)\ 
Istessamente si dimostra essere (BN) 2 =(MNy. Dunque BM= 
MN=BN. 

Sol. II. Se non si suppongano dati, che i quattro estremi 
del quadrato A , B, L , F; trovato come nella Soluzione I il 
punto Q, col centro F, e col raggio FQ si descriva lacircon- 
ferenza QRSNM, e fatto ad FQ=QR=^RS=SN, col centro B, 
e col raggio BN si tagli questa circonferenza nel punto M. 
Saranno i punti B, N, M gli estremi del triangolo cercato. 

Dim. L'arco QRSNb la meta della circonferenza (15, lib. 4). 
Dunque il punto Nb nella retta QFA, ed e cgualmente distante 
da F , clie nella Soluzione I ; dunque e lo stesso. II punto M 
anche nella Soluzione I si trova nella seziono di due archi de- 
scritti coi centri F ed B, e coi raggi eguali ad FQ ed a BN 
come in questa; dunque e lo stesso. Dunque ecc. 

163. Prob. In un triangolo equilatero , di cui sono dati i 
vertici (fig. 81) P, Q, R, inscri- 
vere un esagono regolare. 

bol. Si divida la distana QR 
in tre parti eguali nei punti c e 
d (§ 68). Coi centri c e d, e col 
raggio cd si segnino due archi, 
che si taglino in A. Collo stesso 
raggio, e col centro A si descriva 
un eerchio, e si faccia nella sua 
circonferenza a dc—cB — BC— 
= CD—DE. Saranno i punti B, 
C, D, E, d, c\ vertici dell 'esa- 
gono inscritto. 

Dim. II triangolo BcQ ha i lati Be, Qc eguali ai lati Ad, 
cd del triangolo Adc, e 1' angolo compreso eguale pel paralle- 
lismo delle due Be, Ad (27, lib. I). Dunque gli e eguale in tutto 
(4, lib. I), e 1' angolo cQB=dcA=cQP. Dunque il punto B e 
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soils PQ. Istessamente si dimostra, che gli altri panti C, D, E 
sono sai lati del triangolo proposto. Donqoe ecc. 

164. Prob. In on dato qoadrato (fig. 82) ABLF inscrivere 
on ottagono regolare. 

Sol. I. Se ci vo- 
gliarao servire dell' in- 
tersezione dei lati dati 
del qoadrato , col een- 
tro A, e col raggio AB 
si descriva la semicir- 
conferenza BCDE, fa- 
cendo ad AB=BC=CD 
=DE. Si feccia a BF 
=BQ, ad EA=EQ. Col 
raggio AQ e col centro A si taglino doe lati in b e g. Collo 
stesso raggio , e coi centri B, L ed F si taglino in segoito i 
lati nei panti a, d, c, f, e h. Saranno qoesti i vertici dell' ot- 
tagono abcdefgh. 

Sol. II. Trovato come nella Solozione I il panto Q; col 
raggio AQ, e coi centri A e B si segnino dae archi , che si 
taglino in O. Collo stesso raggio, e col centro A si tagfi il lato 
AB in b. Col centro O, e col raggio Ob si descriva on cerchio, 
che tagli i lati del qoadrato negli altri panti c, d, e, f, g t h, a. 
Saranno essi i vertici dell'ottagono. 

Sol. III. Se non fosse ro dati i lati del qoadrato , ma solo 
i qoattro i vertici A, B, L, F; trovato come nella Solozione I 
il panto Q, si faccia ad EC=EM, a BF=BM. Col raggio AM, 
e col centro A si descriva un arco , che passi per e , d. Collo 
stesso raggio , e col centro B si descriva on arco , che passi 
per f , g. Collo stesso raggio , e col centro L si descriva on 
arco, che passi per h, a. Collo stesso raggio, e col centro .Fsi 
descriva an arco, che passi per 6, c. Col raggio AQe coi centri 
A , B,L, F si taglino questi archi nei panti b, g, d, a, c, f, e, h. 
Qaesti saranno i vertici dell'ottagono. 

Dim. Sapposto per bre vita, che sia AB=1; sara AM= l j 2 yi 
(§ 104); AQ= f l 3 f2. Sara donqoe (Ad) 2 = (Aaf) 2 = / 4 =l+ l / 2 = 
=.(AB) 2 +(Bd) 2 , per essere (Bd) 2 =(AQ) 2 = l l 2 . Sara donqoe retto 
1' angolo ABd (48. lib. I) , e perd il panto d sara nella BL. 
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Istessamente si dimostrera , che tutti gli altri punti sono nei 
lati del quadrato proposto. Si avra poi Ld=BL—Bd=l— l lJH 
=Le, e (dey=(Ld) 2 +(Ley (47, lib. I) =2(Ldf , e quindi de= 
=LdXV~2=V~2— 1- Ma si ha cd=BL— Ld— Bc=BL— 2Ld=l— 2 

+V r 2=V"2— 1- 

Dtuique cd=de. Istessamente si dimostrera, che sono eguali 
tra loro tutti i lati dell'ottagono. Essendo poi eguali tra loro in 
tutto i triangoli Lde, Bbc, Aah, Ffg (4, lib. I); saranno eguali 
i loro angoli ai punti a, b, c, d, e, f, g, h; quindi saranno 
eguali anche i loro supplementi ai due retti , cioe gli angoli 
dell'ottagono (13, lib. I). 




165. Prob. Dato un ottagono regolare (fig. 66) ABhgfEGH, 
trovare facilmente : 1° il lato d'un ottagono regolare^doppio di 
area; 2° il lato d'un ottagono triplo. 

Sol. Col lato AB dell'ottagono dato preso per raggio fatto 
in F ed H si descrivano due archi, che si taglino in a. 

pentrg 
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Sari: 1° af , owero aA il lato dell' ottagono doppio ; 2° AB, 
ovvero ag il lato dell 'ottagono triplo. 

Dim. Se si supponga essere AB = 1, sari aA — af — y^ 
(§ 139); aB=ag=^ (§ 2). Ma le aree delle figure simili sono 
in ragione duplieata dei lati omologhi (20 , lib. VI), Dunquc 
sari aA lato d'un ottagono doppio, ed aB d'un triplo. 

166. Prob. In un cerchio di raggio dato AB (Fig. 83) in- 
scrivere tre cerchj, che lo tocchino, e si tocchino tra loro. 

Sol. Nella circonferenza del cerchio dato si faccia ad AB= 
BC=CD=DE=Ed=dc. Col raggio BD, e col centro B si de- 
scriva un arco, che passi per a , p , ed a. Collo stesso raggio 
BD, e col centro E si tagli quest'arco in a ed a. Collo stesso 
raggio, e coi centri C, c si descrivano due archi ; che si ta- 
glino in V; e coi centri D e d due altri archi, che si taglitio 
in v. Collo stesso raggio, e coi centri V, v si descrivano due 
archi, che passino per m ed n. Col raggio AB, o cot centri a 
ed a si tagli la circonferenza del cerchio dato in G, II, cd in 
g, h. Si faccia in essa circonferenza alio stesso raggio A B = 
GL=HI=gl=hi. Si faccia ad Aa=BF, ad IL=LY=IY=ly= 
iy. Ad Yy=Fm=Fn. A Dn = Dp. Col centro A, e col raggio 
mn si descriva il cerchio PSRXQT, e preso nella sua circon- 
ferenza un punto arbitrario P , si faccia a PA~PS—SH^=HX 
=>XQ=QT. Finalmente coi centri P, Q, R, e cot raggio pn si 
descrivano tre cerchj. Saranno questi i cercati. 

Dim. Essendo la I L corda d' una duodecima parte dclla 

circonferenza (§ 32), sara IL = ^2— y"2 (§ 160). Ed essendo il 
quadrato del diametro (Liy=(IL) 2 +(Iiy (47, lib. I, 31 lib. Ill): 

si avra 4=2-y"3+(//) 2 ; quindi (Iiy=2+\/~3, ed Ii=f2 + yX Si 
avra poi (§ 20) (aI) 2 =(aBy-Ii . Aa=B— ^4+2i$W$-(l+y|) 

=2— y~3. Quindi aI=IL= f 2 — y"3\ Per le stesse ragioni sara 
aL=LI; quindi sara aiTL un rombo, e si avra (ay) ! =4(ai) s - 
(IL) 2 =3(IL)« (§ 139). Quindi aY=IL.y~B. Ma essendo i punti 
J ed L egualmente lontani da A; saranno i tre punti a, F, A 

nella stessa retta (§ 13). Quindi A Y=Aa—a r=y~2— 1/6— 3y"5 = 

y"2— (3y"V7— l~%)=f*fe— ^=IL. Lo stesso si dimostrera della 
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Ay. Essendo poi il panto y nella aa. cioe nella a'A (§ 13); sara 
Yy=2AY. Ora i punti F, B, A, E , v sono nella stessa retta 
(§ 13). Se si supponga per un momento, che nella stessa retta 
sieno i punti ,m, n; sara Am— A V— Vm=2 — yU. Poiche se si 
confrontino i pnnti C, c, V, B> A, E punti A, B, Q, P , p; q 
della Fig. 3, si avra in questa Figura 83, VB=AE (§ 14) , e 
qnindi A F=2. E poi Vm = fs. Istessamente si dimostrera es- 
sere An=2—fs. Quindi sara. (2? 1 to)*=(4») , +(4JF)» (47 , lib. I) 

=7— 4^3+1=4(2— V"3). Quindi Fm=2^ 2— f5 = 2A 7. Si e poi 

preso nella costruzione della Figura Fm=2 \ 2 — y"5. Dunque il 
panto to sara nella retta VA. Lo stesso si diinostra del punto 
n. Dunque essendo percio Am=2— fa; sara toto = 4 — 2|T8. A- 
vendo poi i triangoli B p D, vnD i lati eguali tra loro ; sara 
1'angolo Dvn=DBp (8, lib. I). Ma l'angolo Dim, che e lo stesso 
coll'angolo DvB, essendo eguale all'angolo DBV (5, lib. I), si 
avra l'angolo DBp=DBv. Dunque il punto p e nella retta AE. 
Si ha poi Dn=Dp, e istessamente si dimostra dn=dp. Dunque 
confrontando i punti D, d , A , n , p , E di questa Figura coi 
punti A, B, Q, P , p , q della Figura 3 , si trovera in questa 
Fig. 83 essere pE=An—2— f3. Quindi pn=AE—2An=l— 4-f- 
2]/"3=2y"3— 3. Essendo poi il triangolo equilatero PQR simile al 
triangolo equilatero BDd, e quindi anche il triangolo ABD si- 
mile al triangolo APR (20, lib. VI); sara AB : BD : : AP : Pi?. 
Cioe 1 : yi : : 4-2/s : Pi?. Quindi Pfl=4y!-6=2i?n. Tagliata 
dunque per meta la PR in p, sara il punto p egualmente nelle 
due circonferenze dei eerchi descritti coi centri P ed R , e 
sara p il punto di contatto (12, lib. III). Si aggiunga ora alia 
retta AR—mn— 4— '-7~3 il r&ggio del cerchio descritto col cen- 
tro R, ossia la retta Rr=np—2fz — 3 ; si avra Ar=l — 3=1= 
AB. Dunque il punto r sara egualmente nelle due circonfe- 
renze, e il cerchio descritto col centro R tocchera internamente 
il cerchio dato (11, libra III). Lo stesso si dimostrera degli altri. 
Dunque ecc. 

167. Questo Problema viene sciolto elegantemente da Tom- 
maso Simpson Select. Exercises Ecc. Geometrical 'Problems, Prob. 
13, col cerchio e colla riga. Dalla nostra costruzione apparisce 
potersi sclogliere ancora piu brevemente colla riga e col com- 
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passo, di quello che fa il Simpson , se condotta la retta Vav, 
e fatto in essa ad A B=BV=Ev, si faccia a BD=Vm=Bv=vm, 
col centro A , e col raggio mn si descriva il cerchio PQR , e 
si faccia il restante come nella Soluzione antecedente. 

168. Prob. Col centro A (fig 1 . 83) descrivere un cerehio, che 




tocohi esteriormente i tre cerchi inscritti per il Problema an- 
tecedente (§ 166) ad un cerchio dato. 

Sol. Si cerchi una terza proporzionale alle due A B , Am 
(§ 86). Con essa presa per raggio , e col centro A si descriva 
un cerchio. Sara esso il cercato. 

Dim. Essendo AB=zl; Am = 2 — y"s, sard, la terza propor- 
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zionale =7 — &fs. Pra se dal raggio Ar=l si sottragga il dia- 
metro qr del cerchio descritto col centro R, cioe se si sottragga 
2rcp=4/s— 6; si avra appunto 7 — 4i/~. Dunque un cerchio de- 
scritto col centro A, e con quella terza proporzionale tocchera 
questo cerchio inscritto nel panto q (12 , lib. Ill) , e tocchera" 
ancora gli altri due cerchj). 

169. Prob. In un cerchio di raggio dato AB (fig. 84) in- 
sert vere quattro cerchj , che siano tangenti di esso e tra loro. 

Sol. Si faccia nella circonferenza del dato cerchio ad AB 
=BC=CD=DE. Quindi a BD=Ba=Ea; quindi ad Aa—BF= 
Bfc quindi ad AB=FN=FO; quindi a BD=NP=OP. Col cen- 
tro A, e col raggio aP si deseriva il cerchio QRST. Preso un 
pun to arbitrario Q sulla sua circonferenza, si faccia in essa a 
BQ=FR=ES=fT. Coi centri Q, R, S, T, e col raggio aF si 
descrivano quattro cerchj. Essi saranno i cercati. 

Dim. Essendo BF=FE=Ef=fB (§ 27); sara ancora QR= 
B8±=ST=TQ (§ 93). Sara dunque retto l'angolo TAQ. Dunque 
(TQY = (ATf + (AQy = 2{ATy. Preso poi AB=1; sara anche 
FP=1 (§ 166); quindi AP=2. Sara pure Aa=\/1 (§ 27); quindi 
aP=2-f2;,aF=f2-l. Quindi 2(AT)*=2(aPy=(TQ) 2 =2(2- 
f2f, e TQ=(2— yl)V*2=2v/~-2=2(v/"-l)=2aF. 

Dunque la distanza dei due centri T e Q e uguale alia 
somma dei raggi dei due cerchj descritti con questi centri. 
Quindi essi si toccano alia meta della T Q in p. Lo stesso si 
provera di due altri qualunque. Sia poi r il punto, dove la AR 
continuata taglia il cerchio descritto col centro R; sara Ar= AR 
-\-Rr=aP-\-aF=PF=\—AB. Dunque il punto r sara nella cir- 
conferenza del cerchio dato. Quindi la A r passando pei due 
centri A ed R sara perpendicolare alia tangente d' entrambi 
al punto r; quindi essi si toccheranno tra loro (13 e 16, lib. III). 
Lo stesso si dimostra degli altri. 

170. Prob. Col centro A (fig. 84) descrivere un cerchio, 
che tocchi i quattro ultimamente inscritti (§ 169) in un cer- 
chio dato. 

Sol. Si trovi una terza proporzionale alle due rette F P, 
Fa (§ 86). Con essa presa per raggio , e col centro A si de- 
seriva un cerchio. Esso sara il cercato. 

Dim. Essendo PF—1, Fa=\/~2 — 1, sara la terza propor- 



100 



zionale eguale a 3— 2\Z*2. Ora sia q il panto , dove il raggio 
At taglia il cerchio descritto col centro R. Sara q r diametro 
di esso cerchio=2a2 JT =2\/"2 — 2; il qual valore sottratto da 1= 
Ar, lasciera Aq=S—2\Z"2 eguale a quella terza proporzionale. 
Dunque il panto q sara nelle due circonferenze ; ed essendo 
nella retta AR f la perpendicolare ad essa retta in q sara tan- 
gente ai due cerchj, i quali si toccheranno in q (13 e 16 , li- 
bro III). Lo stesso si dimostra per gli altri. 

171. Prob. Trovare an arco di cerchio, cbe abbia il coseno 
egaale alia corda (Fig. 85). 

Sol. Con an raggio 
AB supposto=l sia de- 
scritto l'arco BODE, e 
si faccia ad AB=.BC= 
CD= DE=DP = CP. 
Quindi si faccia a BD= 
Ba=Ea. Quindi ad Aa 
= BF. Col raggio PF, 
e col centro B si segni 
un arco che tagli l'arco 
B C in Q. Sara 1' arco 
BQ il cercato 

Dim. I punti A, F, a, P sono nella stessa retta (§ 13). I 
punti poi B, A, D, P essendo lontani dal panto C per la di- 
stanza CB sono nella circonferenza d' un cerchio , che si de- 
scrive col centro C, raggio CB. Inoltre tessendo a CB=BA = 
AD=DP, sara BCP diametro di questo cerchio (15 , lib. VI) 
e PA=\/1 (§ 2). Quindi PF=fs—l=BQ. Se ora si cala QR 
perpendicolare sopra AB, si avra (BQ) 2 =(ABy-\-(AQ) 2 — 2AB . 
AR (13 , lib. II); cioe {fs—iy=4-2fS=2-2AR, e quindi AR 
=yH—l=BQ, come si era proposto di fare. 

Questi ultimi Problemi sono dell' Ozanam sciolti da esso 
colla riga e col compasso. 

172. Prob. Dati gli assi B E , MN (fig. 86) d' una elisse, 
descrivere intorno ad essi un' ovale composta di quattro archi 
di cerchio, che siano tangenti tra loro. • 

Soluz. Col centro A, dove si tagliano gli assi, e col rag- 
gio A B , che e il semi-asse maggiore, si descriva la semi- 
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circonferenza B DE, e si faccia ad EA=ED. Col centroB, e 
col raggio BD si tagli l'asse BA in d. Col centro A % e col raggio 
AM si tagli il 
semi -asse AE 
in m. Collo 
stesso centro 
A, e col raggio 
Ad si descriva 
1 'arco de , e si 
faccia ad 25m= 
d«. Con un rag- 
gio arbitrario, 
e coi centri d 
ed e si tagli 
l'arco BDE in 
8 ede. Col rag- 
gio Se, e col 
centro A si ta- 
gli l'asse BE in P e Q. Coi centri P e Q, e col raggio P.B= Q£ si 
descrivano gli archi FBf, GEg , e si faccia a PB=BF=Bf= 
EG=Eg\ Quindi si faccia a PQ=PR=Pr=QR=Qr. Quindi 
col centro R, e col raggio RF si descriva l'arco FG, che pas- 
sera per Jf. Collo stesso raggio RF=rf, e. col centro r si de- 
scriva l'arco fg, che passera per N , e sara fatto quanto vo- 
levasi. 

Dim. Essendo equilateri i triangoli BFP PQR , saranno 
eguali gli angoli BPF, QPB (8, lib. I); quindi le due FP, PR 
formeranno una sola retta , perche i due angoli FPA -f APR 
sono eguali ai due FPA+FPB (13 e 14, lib. I). Dunque i due 
archi BF, FG si toccheranno 1' un 1' altro in F (13, lib. III). 
Lo stesso contatto si dimostra ai punti /, G, g. Se poi si sup- 
ponga per brevita AB=l, sara BD=f$ (§ 2)=Bd; quindi Ad 
=y"S— 1. Essendo poi Ad : de : : AZ : Se" (§ 93), sara ancora, mol- 
tiplicando tutti due i termini della prima ragione per i/"H-|-l 
(4, lib. V), Ad(\/~5+ 1) : de (V"3+l) : : AS : 8e, e sostituendo i valori 
numerici di Ad ed A§ , ed eseguendo la moltiplicazione nel 
primo termine, si avra 2 : de (yU-t-1) : : 1 : 8s. Quindi 2Zi=2AP 
=de (y"S-f 1)=PQ— PR. Essendo poi PRQr un rombo, si avra 
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(§ 139) (Rr?=±(PR) l -(PQy=3{PRy. Quindi Rr=PR . f5= 
de (3+V"3), edRA= l / t de (3+y~3). Si ha poi AM=Am=AE— Em 
=AE—de=l—de. Quindi RA-\-AM=l+ i / t de(l+^~S) , ossia RM 
=l+ i / i PR. Essendo poi PF=PB=1— AP=1 — l l % PR, si avra 
PF+PR=l+ l f t PR, cioe FR=RM. Dunque l'arco FG passera 
per M. Istessamente si mostrera ehe l'arco fg passera per N. 
Dunque ecc. 

173. Prob. Descrivere (fig. 87) una spirale BLEMFNGPE 
composta di piu archi 
di cerchio. 

Sol. Sia BE = 
BF la distanza, chel 
si vuol dare alle ri- 
voluzioni di queslal 
spirale. Divisa la BE\ 
per meU in A ij 66) , 
col centro A , e col! 
raggio AB si descri 
va la semicirconfe 
renza BLE (§ 64), 
Col centro B, e col 1 
raggio BE si descriva 
la semicirconferenza 
EMF. Di nuovo col centro A , e col raggio AF si descriva la 
semicirconferenza FNG. Di nuovo col centro B, e col raggio 
BG si descriva la semicirconferenza GPH. Nella stessa maniera 
si potrebbe proseguire questa spirale indefinitamente. 

Si potra alio stesso modo duplicare questa spirale, se preso 
il punto b ad una distanza qual si vuole da B sulla AB (§ 73), 
coi centri A e b a vicenda si descriveranno le semicirconfe- 
renze Me, emf, fng, gph, ecc. 

Questo Problema non ha bisogno di dimostrazione. 

174. Prob. Trovare ff^ e |/ f3. 

Sol. Col raggio AB=1, e col centro A (fig. 88) si descriva 
la semicirconferenza BCDE , facendo ad AB=BC~CD=DE. 
Quindi si faccia a BD=Ba=Ea. Quindi ad Aa=BP; ad AB 
s=:EP. Sulla semicirconferenza si notino i punti H, I, K, fa- 
cendo alia stessa AB^oHb=JHI*=IK. 
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Col raggio AP, e coi centri E ed JET si segnino due archi, 

che si taglino in L ed M. Sara LM— Y \~2 . 

Col raggio AB, e coi 
ceiitri a e K si segnino duej 
archi, che si taglino in Q 

ed R. Sara QR — |/y~3. 

Dim. Essendo ELHM\ 
un rombo, sara (§ 139) 
{LMf = A{LH) s -{HEY 
=±(APy-{HEY\ ma(AP) 2 

=y. (§ 104), (fay. =2- 

V 2 (§§ 30 e 36). Dunque 

(LMy = y^-, quindi LM'=^-^. = 

Essendo pure aQKR un rombo, si avra egualmente (Q#) 2 
=4(aQ) 2 -(aiT) 2 . Ma (a£) 2 = (^S) 2 = 1 ; (atf)»=4- V 8 (§161). 

Dunque (Q#) 2 =y~3; quindi Qi? = ^ yTT. 

175. Con simili artiflzj si potrebbero trovare le radici quarte 
degli altri numeri interi senza servirsi del metodo di trovare 

le medie proporzionali (§ 99). Con esso per avere j/ylf si sa- 
rebbe dovuta trovare una media proporzionale tra 1 e \/~2 , 
ovvero tra */* e 2/2 , o tra altre due quantita , che moltipli- 
cate una per l'altra dessero fH. Ma la sua strada sarebbe molto 
piu complicata. Se si coltivera questa Geometria del Compasso, 
se ne avranno dei frutti utilissimi. Io tengo preparate sopracid 
altre ricerche, che potranno aver luogo in un'Opera piu estesa 
di questa. Ecco un uso del Problema antecedente per rapporto 
alia piramide tetraedra regolare. * 

176. Proh. Dato il lato AB (fig. 89) d'una piramide tetraedra 
regolare 8ABC\ trovare : 1° la sua altezza; 2° il lato d'un qua- 
drato, che ne agguagli la superficie; 3° il lato d'un quadrato, 
sul quale costruendo una piramide, che abbia per altezza il lato 
della proposta, la agguagli in solidita; 4° il lato d'un quadrato, 
sul quale costruendo una piramide d' altezza eguale alia pro- 
posta, l'agguagli anche in solidita; 5° il raggio d'una sfera cir- 
coscritta. 

Sol. Costruita col raggio AB la figura 88, come nel Proble- 
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ma § 174, col centro 2?, e col raggio Ba si descriva l'arco aN, 
e si faccia ad Aa=EN. Col raggio 
AN, e coi ceDtri A ed JSsi segnino 
due archi, cbe si taglino in n. Collo 
stesso raggio nA, centro n, si tagli 
la £<micincnfiKiiza BCDE in 8. 
Si divida LM per meta in m (§ 
66) , cosl pure QM per meta, in q. 
Sara : 

1° U5 l'altezza della piramide. 

2° QR il lato del quadrato, che 
ne agguaglia la superficie. 

3° Mm il lato del quadrato base 
d' una piramide d' altezza eguale al lato della proposta, e ad 
essa eguale in solidity. 

4° Qq il lato del quadrato base d'una piramide di altezza 
e di solidita eguale alia proposta. 

5° AN il diametro d'una sfera circoscritta. 

Dim. Se dal vertice 8 della piramide si cali una perpendi- 
colare 8m sul lato AB , essendo equilatero il triangolo SAB, 
essa tagliera in m per meta la AB (12, lib. I). Se quindi nella 
base ABC si alza alia AB da m la perpendicolare mT , essa 
passera per C (11, lib. I), e sara in essail punto T, dove cade 
da S la perpendicolare sulla base (11, lib. XI). Egualmente si 
dimostra , che il punto T sara nella retta Bn , che tag-lia per 
meta il lato AC. Si guidi la mn , essa sara parallela alia BC 
(2, lib. VI), e il triangolo Amn sara equiangolo al triangolo ABC 
(27, lib. I), e la BC dupla della mn (4, lib. VI). Saranno poi 
equiangoli tra loro i triangoli BCT, mnT (15 e 27, lib. I), e 
sara BC : mn : : CT>. mT (4, lib. VI). Dunque CTdoppia della 
mT; quindi mT= l j i Cm. Posto poi AB=1, si ba Cm=Sm= 
VsV^ (§ 104 )- Dunque Tm='f t yT. Essendo poi (A»)*=(mir)"+ 
(ST)* (47, lib. I) cleft V*=V 12 +(^ 2 ; ^ *vra (ST)* = */ l2 = •/,, 
quindi ST= |T*/ 3 . Si ha poi (fig. 88) i4tf= '/, \/«" (§ 104) = 

{/Tf^—VYs = ^ w - Si ha P ure ^ w : ^ "• ^# : ^ (§ *) J cioe 
V/% : 1; : 1 : SB. Quindi SB=\/%=8T. (fig. 89) Che era il prime 
La superficie poi della piramide tetraedra e eguale al qua 
druplo della superficie della base (fig. 89) ABC , la quale es- 
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sendo eguale a x j % AB . €m=^ i f i \/"s (41, lib. I), sara la snperfiei* 
della piramide=\/"3. Quindi il lato del quadrate, che l'aggua- 

glia = fjv. Ma e (fig. 88) la QB = ffi (§ 174). Dun- 
que la QJR e il lato del qnadrato cercato. Che era il secondo. 
Essendo nelle piramidi egnali reciproche tra loro le basi 
e le altezze (9, lib. XII), si avra 1 : V^k'. '- V LV^ • alia base della 
piramide, che ha 1'altezza =AB—l. Quindi sara l'area di questa 

base= I / 4 V / "5> © fl lato del quadrate di quest'area^ 1 /, flfii— Mm 
(§ 174). Che era il terzo. 

Essendo le piramidi d'altezza eguale in ragione delle basi, 
il quadrate eguale al triangolo ABC= '/« l/"3 avra per lato 

»/ t ffi —Qq (§ 173). Che era il quarto. 

h poi il diametro della sfera circoscritta alia piramide te 
traedra la potenza sesquialtera del lato della piramide (13, 
lib. XIII), cioe =V / ~ 3 77. & dunque =AN. Che era il quinto. 

177. Prob. Data 1'altezza ST d'nna piramide (fig. 8ft e 89) 
tetraedra regolare, trovare il suo lato AB. 

Sol. Con un raggio AB (fig. 88) eguale ad ST (fig. 89), si 
descriva il semicerchio BCDE fatto ad AB—BC= CD = DE. 
Col centro B, e eol raggio BD si descriva 1'aroo DNa, e eollo 
stesso raggio r e eol centro E si tagli in a. Col raggio Aa , e 
collo stesso centro E si tagli in N. Sara AN" il lato cercato 
eguale al lato AB della fig. 89. 

Dim. Nella fig. 88 si ha AB : AN; .1 : \T**U (§ 176 ). ed «*; 
sendo 1 : [/~ T fci '. l^"*77 : 1» come resta dimostrato dall'eguagliariza 
del prodotto degli estremi e dei medj, sara AB ad AN come 
l/~~*Jl ad 1, cioe nel rapporto dell' altezza della piramide te- 
traedra al suo lato (§ 176). Dunque ecc. 

178. Prob. Diyidere (fig. 90) la AB=1 in cinque parti egnali 
anche nel caso , che non si possa avere una quintupla della 
AB, come al § 69. 

Sol. Col raggio AB, e col centro A descritto il cerchio BDp, 
e fatto nella sua circonferenza ad AB=BC=CD=DE, quindi 
a BD=Ba=B<t—Ea=E<x, col raggio AB, e col centro <x si tagli 
la circonferenza in g, e collo stesso raggio, e col centro g si de- 
scriva 1'arco Aw*.. Ora col raggio BE , e eol centro a si tagli 
quest'arco in n. Col raggio an, e col centio B si tagli la cir- 
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eonferenza in P e p. Collo atesso raggio pB , e ooi centri p e 
P si segnino due archi, ohe 
si taglino in Q. Sara AQ ana 
quin ta parte delta AB posta 
sulla sua direzione. . 

ZMwi. Se si supponga on 
pnnto u snlla direzione della 
.42?, e sia Au=Aa, sara per 
gli angoli retti aAu, olAu, 
(an)* = 2(a4) 2 = 2(oui)* = («*)• 
=4=(.B2S) ? ; qnindi a«=a«= 
BE=an. Essendo poi eguali 
gli angoli gAB, gAv. semiretti 
entrambi (§ 30) , saraimo e- 
guali tra loro gli angoli gAa, 
gAv , cmscuno egaale a tre 
semirettL Qnindi nei dne 
triangoli gAa, gAu, aventi 
nn angoid eguale co'mpreso fra lati egnali, sara anche egaale il 
terzo lato ga al terzo gu (4, lib. I); qnindi an cerchio deseritto col 
centro g, raggio ga passera per u, e sara concentrico al cerchio 
An*. Si ha poi ga = y~5 (§ 104), ed essendo an= wcc, si ha (§ 93) 

2 

ga : gA \ \ an : wot , cioe y"5 : 1 \ '. 2 : «<x. Dunque sara net = . 

V 5 

Quln- 




Quindi anche ciasenn lato del rombo PBpQ=n%- 



di se si confrontino i pnnti P, B, p, Q, A di questa fignra 90 
eoi pnnti A, p,B,P, Q della fignra 3, si avra, per la fignra 90, 
BQ.BA=(BP)* (§ 19), cioe BQ= 4 / t . Qnindi AQ, che e nella 
stessa retta (§ 13)=7 B . 

179. Qaesto Problem a , che ha una solnzione abbastanza 
semplice , non doveva essere omesso in grazia della divisione 
decimale, che si esegnisce dividendo in due, qnindi in cinque, 
o riceversa. Serve ancora al seguente 

180. Proh. Descrivere (fig. 90) un triangolo rettangolo i di 
cni lati siano in proporzione aritmetica. 

Sol. Fatta la costrnzione della solozione precedence (§ 178), 
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col centro E, e col raggio EQ si tagli la circonferenza in N, 
S&Th il triangolo BNE il t cercato. 

Dim. Esso sara rettangolo (31, lib. III). Postopoi AB—1, 
sara EQ==EA+AQ="I S =EN. Ed avendosi (BEY=(ENY+(BN) S 
(47, lib. I), cioe 4= w / 26 +(£#)*, sara (BNJ="l 3t , quindi BN 
=*/ B , BE— l0 / t in proporzione aritmetica. 

181. /Vo5. Descrivere (fig. 91) un triangolo rettangolo, i di 
ciii lati siano in propor- 
zione geometrica. 

Sol. Connn raggio 
AB, centro A si descriva 
un cerchio BDd , e si 
faccia nella sua circon- 
ferenza ad AB = BC= 
= CD = DE= Ed = dc. 
Quindi si faccia a BD 
= Ba = Ea , quindi ad 
Aa=D$ = d$ = Cb = cb. 
Ora col raggio 5fJ, e col 
centro E si tagli la cir- 
conferenza del cerchio 
in N. D triangolo BNE 
sara il cercato. 

Dim. La AB resta divisa in p in estrema e media ragione 

(§ 46). Quindi se si faccia AB=1\ A$=x, si avra J9p==l— sc; 

oc 2 =l— cc; e quindi x=Ap= l / t (Y~5—l), donde risnlta £p==&dp= 
=f5-l=EN. Si ha poi (BEY=(EN) 2 + (BN)' (31, lib. Ill; 47, 
lib. I), cioe 4=6-2y 5+(BNy, Quindi (BNY=2ty 5—1)= BE. 
NE. Si ha dunque BE: BN\ \BN: NE (17, lib. VI). Dunque ecc. 

182. Lemma. Posti i lajti dei cinque poliedri regolari = 1, 
sara il raggio d'una sfera, che contiene 

il tetraedro = , /,lA" 3 /7, 

il cubo = l jy »» 

l'ottaedro ~ f % V~ i, 

il dodecaedro = l / 4 l/ r 3 . ((/" 5+1), 




Ticosaedro 



=■/.!/■ 



5+r'5. 
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Dim. Peria 13, lib. XIII il diametro della sfera, che con- 

tiene la piramide compresa da quattro triangoli equilateri , e 
per potenza sesqnialtero del lato della piramide , cioe posto il 

lato =1, e il diametro =i/"^7T; quindi il raggio = 1 / 2 iA" s /7. 

Per la 15 , lib.' XIII il diametro della sfera , che contiene 
il eubo, e per potenza triplo del lato, cioe=i^"3; quindi il rag- 
gio=V 2 l/"s. 

Per la 14, lib. XIII il diametro della sfera, che comprende 
1' ottaedro, cioe quel corpo regolare , che ha otto faccie tutte 
triangoli equilateri, h duplo in potenza del lato d'uno di questi 
triangoli, cioe=i/~2~; quindi il Taggio= l / 2 \/~2~. 

Per la 17, lib. XIII. la sfera, che comprende il dodeeaedro, 
cioe quel corpo regolare, che ha dodici faccie tutte pentagoni 
regolari, comprende anche un cubo, che ha per lato una dia- 
gonale di quei pentagoni. Ma la diagonale BN (fig. 64) d' un 
pentagono ABLMN, posto il lato AB=1, dico che e=7 2 (l/~5 -fl). 
Poiche e (§ 137) BN=bE=Ah+AE = 7,(^5 - l)-f 1 (§ 182) 
=7s(V^6"+l). Dunque la BN , ossia la diagonale d' un penta- 
gono, che ha il lato=l, e =7 2 (|/"iJ +1). Se sopra questa si forma 
un cubo, il diametro della sfera, che lo comprende, sara di po- 
tenza triplo di questa, cioe=7 2 (l / "5"r|-l)|A3". Dunque il raggio 
di questa sfera , che comprende il dodeeaedro , e = l j A v/i" . 

(VT+1). 

Per la 16^ lib. XIII se sia AB il diametro della sfera, che 
comprende l'icosaedro, e presa (fig. 92) in esso la AC auadrupla 
di CB, e alzata la per- 
pendicolare CD, che in- 
contra in D la semicir- 
conferenza ADB, se col 
raggio DB si descrive 
un cerchio, e in questo 
cerchio un pentagono 
regolare, il lato di que- 
sto pentagono sara il 
lato dell'icosaedro, 
cioe di quel corpo re- 
golare , che ha venti 
faccie tutte triangoli equilateri. Ora il lato del pentagono ha quel 




\ 
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rapporto al raggio del cerchio circoscritto, che ha la retta Bb 
alia BA (fig. 12) (§40). Maposto4#=l, si ha 45=7, (\/5 — 1); 
{Abf^U (6-2V/5 )=7*(3-\/5 J, (Bby=( ABy+(A b)* (47, lib. I) 

= 5-V/5 . Quindi si avra Bb.AB;; 1 / 5 ~ Vi" : 1; 



ma si ha 



j/iLll5:l::l:| 



10 



Dunque posto il latodeH'icosaedro=l, sara i?£) (Fig. 92)= 

b + VW 



5+V5 - 
10 



que AB 



Sihapoi {ABf=5(BDy (16, lib. 13)= 



Dun- 



v- 



5 + V"5 



e il raggio = 



io=v,y 



5 + V5" 



2 ' "" " ^ 2 

183. Pro&. Dato il lato AB (Fig. 93) dei cinque corpi re- 
golari , trovare il raggio delle diverse sfere , che li compren- 
douo. 

Sol. Col rag- 
gio A i?, centro A ,si 
descriva il cerchio 
BDd , e si faccia 
nella sua circon- 
ferenza ad 15 = 
BC=CD=DE = 
Ed. Quindi si fac- 
cia a BD=Ba= 
Bx=Ex=Ea. Col 
centro a, e col rag- 
gio oca si descriva 
1' arco a P. Collo 
stesso centro «, e 
col raggio «B si 
descriva 1 ' a r c o 
Bpqs. Collo stesso centro «, e col raggio AB si descriva l'arco 
grt. Collo stesso centro a, e col raggio BE si descriva 1' arco 
MQRST. Col raggio Aq, e coi centri D , d si descrivano due 
archi , che si taglino in 6. Col raggio Ab , e col centro E si 
tagli la circonferenza . in L. Si faccia ad AB=aP=MQ t quindi 
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Aa=MR, quindi ad Eb=M8, quindi a BL=MT. Si faccia poi 
ad aB=Pp, qaindi ad MB=Qq=88 1 quindi ad Mg=Rr=Tt. Sara 



Bp 
Bq 
gr 
B$ 

9* 



il raggio 
della sfera, 

che 
comprende 



il tetraedro 

il cubo 

1'ottaedro 

il dodecaedro 

1'icosaedro 



Dim. Posto AB=l. si ha oca=2\/ "2 (§ 100), aB=V s. Si ha 
poi aa : a£: :aP: Sp (§ 93), cioe 2v/ 2 : ^ s". : 1 : 5p. Sara dun- 
que Bp= l iy~*f t . Quindi ecc. (§ 182). 

Si ha pure (§ 93) xM : xS: :ifQ : J5j, cioe 2 : v/ 3 : : 1 : Bq. 
Quindi Bj=V 8 v/ s. 

Parimente si ha xM: xg\ ; Mft : ^r, cioe 2:1:: )/ 2 : <pr; quindi 
gr= i /y2. 

Si ha egualmente xM:xB\ .MS : 5*. Ma MS=bE^= l j s (\/ 5 
-f-1) (§ 182), dunque 2 : \/ 3: : V, (v/ 5 -f- 1) : £«. Qjaadi Bir = 

7<i/3 . (v/5+1). 

Si ha flnalmente xM.xg :*. MTigt. Ma MT=BL. fc poi 
(BLY=(BEy—(ELY (31, Kb. Ill; 47 lib. I), cioe (BLf=(BEy 

— (Abf=&- i l&- V 5) (§ 182)= ^±^ Quindi BL=MT = 



5+1/5. 






e per6 2 



e quindi # 



5 + ^5 



2 

Dunque le di- 
stanze 5p , ify , #»•, 
Bs, 0$ saranno ri- 
spettivamente i rag- 
gi delle sfere , che 
comprendono i cin- 
que corpi regolari pi- 
ramide, cubo, ottae- 
dro, dodecaedro , i- 
cosaedro. 

184. Prob. Dato 
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il raggio AB (Fig. 94) della sfera, che comprende i cinque 
corpi regolari, trovare i lati di essi. 

Sol, Sia col raggio AB, centro A, descritto il cerchio mas- 
simo della sfera BDd , e sia fatto nella sua circonferenza ad 
AB=BC=OD= DE= Ed. Quindi a BD=Ba=Ea ; quindi ad 
Aa=Db=db. • \ - 

Si faccia poi nella circonferenza ad AB=aH i quindi ad 
Aa =EF=Hh. Col centro a, e col raggio aE si descriva I'arco 
ESQP. Collo stesso centro a, e col raggio BE si descriva I'arco 
Lstqp* Collo stesso centro a, e col raggio ah si descriva I'arco 
hT. Si faccia ad Aa—EP; ad AB=EQ; ad Ab=zES','&bF^hT. 
Quindi si faccia ad EL—Pp—Qq—Ss; quindi ad hL=.Tt. Sara 



Lp 
Lq 

\Aa 
L» 
Lt 



il lato 
del 



tetraedro 

cubo 

ottaedro 

dodecaedro 

icosaedro 



Dim. Si ha I'arco Eh eguale ad una ottava parte della cir- 
conferenza (§ 30); quindi ah=\/~ 5 (§ 186). Essendo poi retto 
1'angolo bA F, lo stesso che BAF per essere il punto b sulla 
AE (§§. 13 , 27), sara bF il lato del : pentagono (§ 40), A b il 
lato del decagono inscritto al- cerchio BDd (§ 41). Posto dunque 
AB^l, sara Ab^f^ 5— 1) (§ 181), (bF) l =(AFy+(Aby=l+ 

V 4 (6— W ~5)= 5 ~f 5 ; quindi bF=hT= 1/ 5 ~~}f~ - . Si avra por 

a£ : aL: ; 25P : Lp '(§ 93), cioe |/73 = 2 ; : \f 2 : ip. Sara dunque 
Lp=2\f~*l 3 . Ora il rapporto. del raggio della sfera al lato del 
tetraedro contenuto e ^y^: 1 (§ 182): M : 2|A% , Posto dun- 
que il raggio AB della sfqra=l;sara Zp il lato del tetraedro 
contenuto. ... 

Si avra pure (§ 93) aE-. aL\ \Eq : Lq, cioe \f 8 : 2/. ".1 : £# 
quindi L# = 2 \T~%, Ora il rapporto del raggio della sfera al 
lato del cubo contenuto e l l % \r'i\\ (§ 182) : : 1 : 2\T"^ ... Dun- 
que ecc. 

Si avra parimente 4a = f'ii lato dell' ottaedro. Poiche il 
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rapporto del raggio della sfera al lato dell'ottaedro eontenuto 
e */,ir"2 : 1 (§ 182): :l : l/" si. Dunque ecc. 

Egualmente si avra aE:aL\:ES: Ls, cioe /■'3":2:: I / I (i^'s 

— 1) : Ls; quindi Z*= , — — — *• Ora il rapporto del raggio della 

v o 

sfera al lato del dodecaedro eontenuto e=*/ 4 |A3. (t/~5 -f- 1) : 1 
(§ 182) : : 1 : ^~* . Donque ecc. 

Finalmente si avra afc : ah : ; fcf: Lr (§ 93), cioe i/~5 : 2 : : 
r/*^l2 : Lt. Quindi Zrf =. 2 |/^5 • Ora il rapporto del raggio 

della sfera al lato dell' icosaedro eontenuto e '/» 1/ : 

(§ 182):: 1:2 V~^- Dunque eec. 

185. Prob. Dato un punto B (Fig. 95) nella cireonferenza 
di on cerchio dato; trovare altri due punti L ed M , tali che 
il triangolo B L M sia 
equilatero , e tocchi il 
cerchio col lato LM alia 
met* di es80 lato in E. 

Sol. Si faccia al rag- 
gio del cerchio dato AB 
-=BC— CD= BE = Ed 
nella cireonferenza di 
esso. Quindi si faccia a 
BD=Ba=Ea. Col cen- 
tra o; e col raggio aA 
si descriva un arco, che 
passi per a. Col centra 
E, e col raggio EA si descriva un arco , che lo tagli in <*. 
Collo stesso raggio|oLB, e col centra a si tagli la cireonferenza 
in P. Ora col raggio EP, e col centra E si descriva un arco, 
che passi per L" ed if. Col raggio aP , e coi centri D e dsi 
segnino due archi, che *taglino il precedente in L ed M. Sa- 
ranno L ed'ilf i due punti cercati. 

Dim. Confrantando i punti a, A ,E,ct,P diquesta flgura 95 coi 
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punti Q,A,p,B,P della flgura3 dall'equazione (A QY=(Ap) 2 +(pQy 
—pP .pQ appartenente alia fig. 3 (§ 17) si ricavera l'equazione 
per questa figura 95, (Aa) 2 = (AE) 2 +{Eaf—EP . Ea. Quindi (§ 
27) 2=1+3— EP . y"5. Quindi 2=EP . y"3; ed EP=*jjf$. Essendo 
poi i tre punti E } P, a nella stessa retta (§ 13), sara Pa=Ea—EP 

= i /.v"3. 

Si supponga guidata la BE , che tagli in R la Dd ; sara 
(§ 104) BR=*l t ; RD= l lJ~3 ; BE=2 ; quindi la quarta propor- 
zionale alle tre BR, RD, BE sara = 2 Ij/H=EM. Sara pure (§ 
104) RE= i f it BD=y!& (§ 2). Quindi la quarta proporzionale 
alia tre BR, BD, RE sara = l j i \/!i= DM. Saranno dunque le 
EM , DM della quantita richiesta , perche il triangolo BEM 
riesca simile al triangolo BRD (2 , lib. VI). Dunque saranno 
simili, poiche il pun to M non potrebbe caseare in altro luogo 
(8, lib. I). Si pro vera nella stessa maniera, che il triangolo BRd 
e simile al triangolo BEL. Quindi il triangolo BDd e simile al 
triangolo BML (20, lib. VI). Dunque anche questo e equilatero. 
Sono inoltre retti gli angoli BEM, BEL eguali agli angoli BRD, 
BRd, e sono eguali le rette EM, EL. Dunque il triangolo BLM 
e il cercato. 

186. Prob. In un cerchio (fig. 96) di raggio dato AB inscri- 
vere cinque quadrati e- 
guali, de' quali uno sia 
concentrico al cerchio, 
e gli altri lo tocchino, 
avendo ciascuno un lato 
comune col quadrato di 
mezzo. 

Sol. Si facciaho al 
raggio AB eguali le cor- 
de BC , CD, DE. Si 
faccia a BD=Ba=Ea. 
Ad Aa si faccia no eguali 
le corde BF , Bf. Col 
raggio AB, e col centro 
a si tagli il cerchio in 
G, e si faccia ad Aa 
eguale la corda Gg. Col 
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raggio ga, e col centro g si deseriva un arco aP, e si faccia 
sotfco esso la corda aP=aA. Collo stesso centro^, e col raggio 
gA si deseriva un arco Ap sulla direzione dell'arco aP. Si fac- 
cia ad aA—Pp. Si facciano ora ad Ap eguali lo eorde Bq, fn, 
Em, Fl. Collo stesso raggio Ap, e coi centri B, q, f, n, E, m, 
F, I si descrivano degli archi, che si taglino dentro il cerchio 
in L, Q,N, M. Sara LMNQ il quadrato centrale, BLQq, fQNn, 
ENMm, FMLX gli altri quadrati cercati. 

Dim. Se si confrontino i punti a, A, G, B, q di qaesta fi- 
gura coi punti Q, p, A, R, S della figura 4, si avra dal § 21 
lequazkme per questa figura 96, {agf = (aB) 2 -f- Gg . Aa. Cioe 
posto il raggio AB=1, (ag)*=d+2=5 (§ 27); quindi ag~^. E 
poi aP= aA — y %. Ora si ha ga:aP: : gA: Ap (§ 93) , cioe 
V5 : i~i : : 1 : Ap. Quindi Ap = y% = Em. Essendo poi BCDE 
una semicirconferenza (§ 64) , sara BmE un angolo retto (31, 
lib. Ill), quindi (BE) s =(Bmy+(mEy-, cioe 4=(J3m) 2 +7 e . Quindi 
(Bm) 2 —9 . 2 /, , c Bm=-Zf*\^=&mE. Dello stesso valore si tro- 
vera essere qE, e si dimostrera esser retti tutti gli altri angoli 
del quadrilatero BmEq, che sono in semicerchj. Dunque esso e 
un parallelogrammo rettangolo. Istessamente si dimostra essere 
un parallelogrammo rettangolo Flfn. Se si faccia la corda Em 
—k, sara mF corda del complemento al quadrante =h (§ 159), 

e si avra h 2 =2—2k\/l— l j 4 k i .. Quindi essendo ArW/s « si avra 

h'=2-2k^ = 2-2^=2- y B =%=2k\ cioe (Fmf= (FM)> 
-\-(Mmf. Quindi 1'angolo FMm sara retto (48, lib. I); cosi gli 
altri BLl, fQq, ENn. Se poi si chiami x la distanza del punto m 
dal punto dove cade la perpendicolare da i^sopra la Bm,si avra 
(13, lib. II) (BFf = (Fmf +(Bm)*+ 2Bm . x , cioe 2= «/,+»•/, 
— %xy 2/7. Quindi xy% — */ B , e dividendo per y" 5 ^, si ha a?=/~r: 
=milf. In seguito se si chiami y la perpendicolare, che da F 
cade sulla Bm, si avra y 2 =(Fm) 2 —x 2 = 4 l 6 — 2 / B = 2 / 6 • quindi y 
== V T Jh — ^W« Quindi si dimostra essere il punto M sulla Bm. 
Egualmente si dimostra esservi il punto L. Essendo dunque 
Bm = SEm = Mm + BL + Em-, sara anche LM = Em. Si di 
mostrano poi dello stesso valore gli altri lati MN , NQ , LQ. 
Dalle cose dette fin qui resta pur dimostrato essere retti gli 
angoli ai punti L , M , N , Q esterni al quadrilatero LMNQ, 
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dtmque lo saranno anche gli interni, e si avranno i cinque qua- 
drati, che si volevano. ' 

187. Prob. Dati (fig. 97) i cinque punti A , B , C, D , E 
estrerai di un pentago- 
no regolare ; trovare i 
cinque punti a, b, c, d, e, 
nei quali si tagliereb- 
bero le diagonali'di esso 
pentagono. 

Sol. Col lato del 
pentagono AB preso per 
raggio, e coi centri A, 
B, C, D, E si segnino 
degli archi, che si ta- 
glino in a, b, c, d, e. 
Sara fatto. 

Dim. Se si suppon- 
gano condotte le diago- 
nal^ e segnati i lati del 

pentagono ABODE, si avra l'angolo BAC=BDA (29, lib. Ill) 

= CAD. Quindi Ab=bD 

(6, lib. I). Si avra poi 

BbA=bDA-\-bAD (32, 

lib. I) = BAb + bAD=; 

BAD=ABD (5, lib. I). 

Quindi il triangolo ABb 

sara isoscele (6, lib. I), 
cioe sara AB—Ah~bD. 
Dunque ecc. 

Questa figura e il 
pentalfa, ossia 1'igia di 
Pitagora. 

188. Prob. in tin 
cerchio (fig. 98) di rag- 
gio dato AB inscrivere 
sei pentagoni regolari. 

Sol. Si faccia nella circonferenza ad AB — BC=CD=DE 
= Ed. Quindi a BD—Ba=Ea. Quindi ad Aa=BF=Db=zdb. Si 
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faccia nella circonferenza a bF = BP = PQ = QR=RS. Collo 
stesso raggio bF, e coi centri B, P, Q, R, S si segaino degli 
archi, che si taglino in [J, p, q, r, s. Ora col raggio fip, e coi 
centri p, P si segniuo due archi, che si taglino c. Collo stesso 
raggio , e coi centri P, p si segnino due archi, che si taglino 
in d. Si avranno due dei pentagoni cercati, cioe $pqrs, pentagono 
al centro A, e fipdPc, che tocca il cerchio dato in P. Nella stessa 
guisa si troveranno i vertici , che mancano agli altri quattro 
pentagoni pqfQe, qrhRg, rskSi, s$mBl. 

Dim. Saranno i punti B, P, Q, R, S estremi di un penta- 
gono regolare inscritto al cerchio dato (§§ 40, 128). Quindi sa- 
ranno i punti p, p nella diagonale BQ; i punti p, q nella dia- 
gonale PR (§ 187), ed essendo Bp— J3Q, sara B$=pQ. Istessa- 
mente si provera Pp=qR, e per essere BQ=PR (27, lib. Ill), 
sara anche B$=Pp e $p=pq. Istessamente si provera, che sono 
uguali tra loro tutti i lati del pentagono fipqrs. Si ha poi Pan- 
golo $pq, cioe BpR=BPR+PBp (32, lib. I); ma PBp cioe PBQ 
= QPR. Dunque $pq—BPQ. Istessamente si dimostra , che gli 
altri angoli del pentagono fipqrs sono eguali agli angoli del pen- 
tagono BPQRS. Dunque sbno entrambi regolari. Si avra inoltre 
l'angolo QBR, formato da due diagonali del pentagono BPQRS, 
che e l'angolo $Bs, eguale ali'angolo $qs formato da due diago- 
nali del pentagono $pqrs (20, lib. VI). Quindi essendo isosceli 
entrambi i triangoli $Bs , $qs , avranno eguali tra loro anche 
gli angoli alia base comune $s (5 , 32, lib. I) ; quindi anche i 
triangoli saranno in tutto eguali (26, lib. I). Quindi i triangoli 
J?mp , $pq, avendo tutti i lati eguali tra loro , avranno eguali 
anche gli angoli (8, lib. I), come pure i triangoli Bis , srq. 
Quindi tutti i lati e gli angoli del pentagono Bmfisl saranno 
eguali ai lati e agli angoli del pentagono fipqrs, e per6 entrambi 
saranno regolari. Lo stesso si dimostra degli altri pentagoni 
ficPdp, peQfq, qgRhr, riSks. Dunque ecc. 

189. II pun to b sara centro del pentagpne fimBls, e la di- 
stanza bB raggio del cerchio circoscritto ad esso pentagono, e 
agli altri eguali , come dimostreremo subito ; il che aggiunge 
una nuova bella proprieta al punto b gih rimarcato tante volte 
in qucsta Geometria. Poiche oltre alle divisioni in estrema e 
media ragione, che per esso nascono nel dianietro BAE (§§ 45, 
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46), e la determinazione fatta per esso dell a BF lato del pen- 
tagono inscritto al cerchio di raggio AB (§ 40), e della bA lato 
del decagono inscritto alio stesso cerchio (§ 41) ; si ha ancora 
Bb raggio del cerchio circoscritto ai sei pentagoni, che si pos- 
sono inscrivere.al maggior cerchio di raggio AB, come nel pre- 
sents Problema. Difatti posto il raggio AB = 1 , si ha Ab — 
= i / I (y3— 1) (§ 181); essendo poi {BE) 2 ^{BQy-\-{Q t EY (31, lib. Ill) 



=(BQY+(Aby; ne verra BQ 



4 



,/5+y"5 



Si ha poi pQ =BP= 



5— y 5 



2 



-- (§ 182). Quindi BQ.pQ.-.BQ.pQ: (pQ)» : : yl : 



1 : V 2 (yT) — 1) : : /L4 : M. Quindi £Q : BQ-pQ: \BA : 



5— ]fb 

2 '' 

BA—bA, cioe BQ : B$: : BA : Bb. Saranno dunque le dtfe dia- 
gonali dei pentagoni BPQRS , Bmpsl tra loro come BA : bA. 
Essendo dunque BA raggio del primo pentagono; sara Bb rag- 
gio del secondo (20, lib. VI). 

190. Prob. Dati (fig. 99) i vertici di un esagono regolare 
BCDEdc; trovare i punti I, 
m, n, g, p, q, nei quali si ta- 
gliano le sue diagonali , che 
non passano pel centre 

Sol. Si faccia a BD—Ba 
=Ea; quindi a BC—BA = CA\ 
=Bol; ad aA=a<x; ad <xB=xP\ 
=AP. Ora col raggio aP , e 
coi centri B, C si segnino 
due archi, che si taglino in /; 
coi centri C y , Daltri due, che 
si taglino in w, e cosl via via. 
Saranno questi i punti cer-j 
cati. 

Dim. Si supponga, che le 
diagonal! indicate si taglino 
in I, m, n, g, p, q. Essendo l'angolo BDc=DcE (29, lib. Ill), sara 
BD parallela a cE (29 , lib. I). Sara dunque il triangolo Clm 
simile al triangolo CcE (2 , 5, lib. VI), e per6 equilatero. Istei*- 
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samente lo sari il triangolo Blq simile al triangolo BDd. Es- 
sendo poi il triangolo CcE eguale al triangolo BdD, per avere 
i lati eguali a quelli di esso (§ 2) (8, 4, lib. I), ed essendo il 
lato BD, e quindi Im, egualmente distante dal lato cE che il 
lato Cc, e quindi ql, dal lato dD (14, lib. Ill), se si sovrap- 
ponga il triangolo BdD al triangolo CcE, la retta ql caschera 
snlla retta Im e le sara egnale. Ma e Bl=lq. Dnnque Bl=lm. 
Istessamente si dimostra, che e Dm=ml. Dunque e Bl= l / t BD 
=V,V"3 (ponendo il raggio del cerchio BC—AB=l) (§ 2). Istes- 
samente Cl— i fy^. Ma si sono appunto prese Bl=zCl=aP= l L^1 
(§ 185). Dunque I e uno dei punti cercati. Lo stesso si dimostra 
degli altri punti m, n, g, p, q. Dunque ecc. 

191. Prob. Nel cerchio (fig. 100) di raggio dato AB inscri- 
vere sette esagoni regolare , uno dei quali sia concentrico al 
cerchio, e gli altri siano j_ 

disposti intorno ad esso. 

Sol. Si faccia nella 
circonferenza del cer- 
chio dato ad AB = BC 
= CD=DE=Ed. Quin- 
di a DB=DV=dV. Col 
raggio CV, e coi centri 
C ed A si segnino due 
archi, che si taglino in 
P. Collo stesso raggio 
PC , centro P si tagli 
la circonferenza del cer- 
chio dato in 8. Sara dS 
il lato degli esagoni da 
inscriversi , i quali si 
inscriveranno facilmen- 
mente uno presso Tal- 
tro. Poiche collo stesso 
lato dS presoper raggio, 
e coi centri d, 8 si segnino due archi , che si taglino in a. 
Collo stesso raggio, e col centro a si descriva un cerchio, dentro 
il quale si inscriva un esagono regolare (15, lib. IV) dlmnpq. 
Collo stesso raggio, e col centro A si descriva un cerchio, che 
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passera per np. In esso si descriva 1 'esagono, ehe ha- per uno 
dei lati pn. Sopra i lati di questo esagono si descrivano gli altri 
esagoni, come si b fatlo da prima sal la to d$, e sara fatto quanto 
volevasi. 

Dim. Posto per brevita AB=\; sara CP=CV~\fT (§ 100) 
=AP. Sara poi AP : AZ : : ^48 : 8d (§ 86) ; cioe y~7 : 1 : : 1 : Sd ; 
quindi ld=-f^. 

Si suppongano per un momento inscritti gli esagoni cer- 
cati, e sia 1' incognita dl lato di essi =■■ x ; si divida essa per 
meta in v, e si guidi la Av, che le sara perpendicolare (§83), 
e passeri per a centro dell'esagono, di cui e lato<?8, tagliando 
pure per meta in jx il lato pn dell' esagono centrale. Essendo 
nel triangolo equilatero Apn, pn : A)$. : : 1 : l / g /s (§ 104); si avra 
x : A]f. : : 1 : x j{fl, quindi A[Lz= l / i xfs f e quindi Av~3A\i.—*[ 2 xfs; 
e poi dv = '/gfc. Essendo poi 1 = (Ad) 1 = {Av)* -f (dvf ; sara 1 
="/ 4 a? 2 + 1 /4 aj2 — 7sc 2 ; quindi x z = l / 1 , ed aj=y"^J", della quale gran- 
dezza si e appunto determinata la <IS nella Soluzione del Pro- 
blema, come si e dimostrato qui sopra. Dunque occ. 

Questo Problema si trova in Pappo , lib. VIII , Prob. 15, 
Prop. 19, sciolto colla riga e col compasso non piu sempliee- 
mente di cosl. Egli vi ha pure aggiunta una costruzione Mec- 
ca nica, 

192. Noi crediamo di avere omai adempito quanto abbiamo 
promesso ai §§ 6 e 7. E quanto -al primo pun to abbiamo gia 
dati tutti gli element! della Geometria del Compasso; cioe tutti 
que' Problemi, che bastano a potere eol solo compasso senza 
la riga trovare tutti que' punti ,'che si possono trovare col 
compasso e colla riga insieme. Per dimostrar questo (§71) si 
osservi : primo, che per via della Geometria Elementare i punti 
d'un Problema si trovano o colla sezione degli archi fra loro, e 
questa e tutta cosa propria della Geometria del compasso , o 
colle sezioni degli archi e delle rette, o delle rette fra loro, e 
tut to questo articolo vien ad essere compreso dal Libro Settimo 
§ 110 e segnenti. Una retta poi qualunqne, che sia necessaria 
alia Soluzione d' nn Problema, viene determinata dalla gran- 
dezza e dalla posizione. Per rapporto alia grandezza abbiamo 
insegnato ad ingrandire, diminuire, dividere qualnngue gran- 
dezza Anita in qualnnque numero di parti nel Libro Terzo § 64 
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e segnenti, e nel Libro Quarto §§ 72, 73 e 74; a trovare poi le 
terze, le quarte, le medie proporzionali , cosl parimente a di- 
videre nna retta in qualunque ragione data, nel lib. V § 86 e 
segnenti. Rignardo alia posizione delle rette, essa si determina 
per via della posizione di due punti per ciascuna; ora servira 
il Libro Quarto § 76 e segnenti a ritrovare i punti per ogni 
caso delle perpendicolarj e delle parallele. Per collocar le rette 
tra loro ad ogni altro angolo dato per via di due punti , som- 
ministrera quanto e necessario il Lib. VIII .§ 113 e segnenti. 
La divisione della circonferenza del cerchio e d'ogni arco in 
ogni' maniera possibile alia Geometria Elementare e esaurita nel 
Libro II § 27 e segnenti. Dopo tutto cio non veggo quale altro 
element© si possa desiderare. Quanto poi riguarda la scelta dei 
Problemi, che abbiamo .qui raccolti, lascieremo che i Matema 
tici giudicbino, se in un gran numero di casi utili o dilettevoli 
non sia pregio dell'opera, non solo per la precisione del risul- 
tato, ma ancora per la speditezza della costruzione, abbandonare 
la riga, e servirsi del solo compasso fino a quel termine , che 
trovati tutti i punti necessarj al Problema, si abbia, se ci6 bi- 
sogna , a condurre da un pun to all' altro una o piu rette , le 
quali certo col solo compasso segnar non si possono, ed abbi- 
sognano della riga. 

LIBRO DUODECIMO 

i 

PBOBLEMI PER APPROSSIMAZIONE 

193. Tutti i Problemi superiori al secondo grado non si 
possono sciogliere geometricamente colla sola riga e col com- 
passo; ma richieggono intersezioni di curve coniche o di gradi 
superiori; quindi non si possono risolvere nemmeno colla sola 
Geometria del Compasso esattamente. Gli stromenti per descri- 
vere la cieloide, la coneoide , la ciffoide, la trattoria , ed altre 
tali curve, che servono alia risoluzione di que' Problemi, benche 
inventati con grande ingegno e riusciti nella pratica eleganti 
e spediti, non ostante quando non si tratti di avere tutto l'an- 
damento di quella curva, alia quale sono destinati, ma solo di 
ottenere un punto coll* intersezione di quella con altre linee, 
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lasciano certo in pratica tale dubbio di piccoli errori, talvolta 
non ben calcolabili, che si avra in moltissimi casi a preferire 
all'esattezza teorica di que' metodi un'approssimazione pratica 
abbastanza grande d'una costrazione fatta col compasso e colla 
riga. In questi casi dico , che il maggior numero delle volte 
sara preferibile ancora una risoluzione ottenuta col solo com- 
passo. Gli esempj* lo mostreranno a chi vorra fare il confronto 
delle nostre Soluzioni colle gia. conosciute. 

194. Non essendovi finora metodo generale per ottenere 
colla Geometria Elementare queste approssimazioni, non si dovra 
aspettare , che nemmeno io ne proponga uno per la mia Geo- 
metria del Compasso. Io non chiamo metodo Geometrico di ap- 
prossimazione quello di ottenere prossimamente un valore col- 
l'ajuto d'una di quelle scale, che si dicono geometriche, poiche 
all'uso di essa dovendo precedere un calcolo aritmetico; il me- 
todo stesso si deve piuttosto chiamare aritmetico. Si supponga, 
per esempio, che si voglia la radice cubica del numero 2; l'e- 
strazione, che si vuol fare aritmeticamente di questa radice per 
poter poi prendere le parti decimali o rotti di altra natura sopra 
una scala geometrica col compasso , ad oggetto di duplicare 
qualche cubo, fa si, che il ripiego sia di ragione dell' Aritme- 
tica, piuttosto che della Geometria. 

195. Io non ho potuto specolare finora altro mezzo di otte- 
nere prossimamente la soluzione di molti Problemi utili, supe- 
riori al secondo grado, fuori di quello di trovare varj generi, 
e come classi di costruzioni di figure elements ri; quindi di as- 
soggettare al caleolo il pin gran numero che si possa, dei casi 
particolari pressoche innumerabili , che ne risultano. Tra essi 
scegliere quelli, che servono meglio all'intento, e adoperarli a 
risolvere il Problema. 

196. Di questi generi, e quasi classi di costruzioni io ne ho 
esaminate molte, e tengo a parte delle ricerche sulle medesime. 
La pid semplice classe e quella, della quale quasi unicamente 
faremo uso in quest'ultimo Libro della nostra Geometria, e fon- 
data sui tre punti memorabili a, b ed e (fig. 9, 11 e 12) (§ 59), 
che ci banno gia servito tanto ne' libri antecedenti, e sui quali 
veDghiamo ad esporre le dodici equazioni da noi promesse (§ 59). 

197. Sia (fig. 12) il punto Z considerato per un punto qua- 
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lunque preso sal quarto di circonferenza BF nella fignra 12 
costruita eome nel lib. II, e nell'altro quarto Bf sia il punto 2, 
cosicche si abbia Bz=BZ. Si avra (§§ 20 e 21). 

(A) . . . (aZy=(aBY—Zz . Aa, 

(B) . . . (bZy=lbBy+Zz . Ah, 
(E) . . . (eZy—(eBy-Zz . Ae. 

198. Se vogliamo le equazionl per le distanze dei tre punti 
«, b ed e dal punto z, non si avranno, ehe a cambiare i segni 
nel secondo membro delle equazioni antecedenti, e si avra(§§ 
20 e 21) 

(A') . . . (azy=(aBy+zZ . Aa, 
(B') . . . (bzy=(bBy-zZ . Ab, 
(E') . . . (ezy=ieBy+ zZ . Ae. 

199. Essendo Zz, corda dell'arco doppio di BZ,=2sea BZ\ 
ed essendo nella snpposizione di AB—1, che noi sempre riter 

remo , (aBy=(BDy=3 (§ 2); (Aay=2 (§ 27); (£&) 2 = t± 

(§ 182); (^4e)=2-y 2 (§ 38), quindi (efi) 2 =(^J5) 2 ^f(^e) 2 =3-f2: 

Ab= i /^fS— 1) (§ 181); se si faecia aZ—a, si avra (X') 

a*=3— 2 sen A.\/"i; comprendiamo sotto questa equazione anche 
il caso, che l'arco A sia negativo, cioe Bz, nel quale il segno- 
prefisso a 2 sen A . y/T" si cambia in +. 

200. II valore di a pu6 sempre essere quello d'una qnalcbe 
corda del cerchio BDd, fuori che nel caso, che la distanza at 
espressa per a snperi il valore di 2. Per calcolare pin facilmente 
il valore di a in questi casi , essendo yH = BF = 2 sen 45° , e 
2 sen^l sen45° = cos (A — 45°) — eos(A + 45°) = cos(45° — A) - 
-sen(45°— A) (§ 159), si avra 

(*) a*=3— 2cos(45 — ^)+2sen(45°— A). 

201. Negli altri casi, nei quali a e minore di 2, chiaraando 

a 2 
A' quell' arco , del quale a e corda, si avra — - = sen 2 l j 2 A'= 

4 

= — (156) = 8 /4 — sen^.y/'Vg = 3 / 4 — sen.4 .cos45°; quin- 
di riducendo cos-4' = 2sen^4 . cos45° — 7 2 ; qnindi ancora (§ 157) 

co8i4'=sen(^H-45°)+sen(^— 45°)-sen30°, 
ovvero 

(1) cos^'=cos(45°— A)— £en(45°— -4)-sen30°. 
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202. Se si vuole far servire questa equazjone (1) alia divi- 
sione della circonferenza in quelle parti , che non si possono 
ottenere con precisione , si introdurra in luogo di A un arco 
preciso, per esempio la ventesima parte (fig. 12) della circon- 
ferenza = 18° , supponendo BZ=18° , e si avra cos.4' = cos27° 
-sen27°— sen30°. 

Ora sen27°=0,4539905 

sen30° =0,5 

0,9539905 

cos2r=0 2 8910065 
Quindi cosA' =—0,0629840 

Si trova poi snlle tavole 0,0629840=sen3° 36' ~— . Ora essen- 

2903 

1935 
do ' cosl vicino al valore di 2 / g , che non v'e 1'errore nem- 

meno d'una unita intera neir ultima cifra del numero 1935, si 
potra prendere 0,0629840 pel seno di 3° 36' 40' senza poter 
decidere colle tavole comuni, se vi sia pure 1'errore di un mi- 
nuto terzo. Quindi V arco A', che ha questo coseno negativo, 
sara=93° 36' 40" , e di quest' arco sara corda la distanza aZ 
posto BZ=18°. Applicando dunque la distanza aZ presa sul 
cpmpasso per corda alia circonferenza , si determinera un tal 
arco=93° 36' 40", assai prossimamente. 

203. Per indagare 1'errore, che sfugge ai numeri delle ta- 
vole comuni, si consideri, che essendo il seno di 18° eguale alia 
meta della corda della decima parte della circonferenza , cioe 
— i l i Ab= 1 / i (\/~5—l), e il coseno di 45°= 1 / J V2, 1'equazione cos.4' 
=2sen^cos45°— 7 ? del § 201 da cos^'= 1 / 4 y"2(|/"5— 1)— 7 2 = 7 4 (ylli— 
— y~2)— 7 ? =0,0629839824. Calcolato poi con piu cifre anche il 
seno di 3° 36' 40", si trova =0,062984061154. Attenendosi so- 
lamente a otto cifre decimal!, si trova sen3° 36' 39' =0,06297921. 
La diflerenza per 1", ossia per 60"' e 485. Se dunque 485 da 60'", 

8 dara ^ ; non dara dunque un intero minuto terzo. Dunque 

1'arco, del quale e corda la distanza aZ , non e maggiore di 
93° 36' 40' di un intero minuto terzo. 

204. Posto tutto cid, ecco 1' uso , che si potrebbe fare di 
questo valore per la divisione antica del cerchio. Lasciamo stare, 
(fig. 12) che potrebbe servire a dividere in tre un minuto primo 
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in que' cerchj , dove fossero notati i minuti primi , poiche si 
troverebbero i 40', cioe i ~ tra un minuto primo e 1' altro 

seguente , e cid senza 1' errore di un minuto terzo ; esso puo 
anche servire a trovare la terza parte di un grado. Poiche es- 
sendo 1'arco cBN=9Q> ed Np = 3° (§§ 31, 43), se preso BZ 
—Kjp, nel qual caso riuscira 1'arco BZ= 18° (§ 32), col raggio 
aZ, fatto centro in c si descrivera un arco, esso tagliera la cir- 
conferenza tra p e P in un punto distante da p di 36' 40" col 
piccolo errore calcolato. Si chiami y questo punto, e si triplichi 
per esempio 1'arco Ny—S° 36' 40* . Avremo un arco = 10* 50' 
senza l'errore di tre minuti terzi, e se questa triplicazione si fe 
fatta da N verso G , cadera 1' ultima divisione tra iz e <p. Si 
chiami i) il punto, dove esso cade, cosicche ^7Vj=10° 50'. Si chia- 
mi poi \*. il punto, che e alia meta dell'arco «cp ottenuto col § 58. 
Sara 1'arco jm)=20' senza l'errore di tre minuti terzi, cioe si avra 
ottenuto un terzo di grado antico con tanta precisione, ch'io non 
so, se abbiasi per la pratica a desiderarsene una maggiore. 

205. Noi abbiamo tratto quest' esempio dalla lista di tutti 
i valori di cosA' calcolati, introducendo nell' equazione (1) in 
luogo di A successivamente 90°, 88° 30', 87°, e coslin seguito 
flno a 0°, quindi — 1° 30', — 3° ecc. flno a — 19° 30' inclusiva 
mente; oltre il qual caso non ha piu luogo l'eqnazione (1) ve- 
nendo i suoi valori maggiori di 1. 

206. Ora proseguiremo a trovare le alire equazioni. Ogni 
distanza del punto b dai punti della circonferenza, riuscendo 
minore del diametro 2, potra essere corda di un arco. Questo 
arco, di eui la bZ e corda si chiami B': si avra i f 1 bZ=sen i / i B' . 
e chiamando B 1'arco BZ, si avra Ze=2seni2, quindi dall' e- 
quazione (E) del § 197, divisa per 4, risultera sen 2 i f i B' = 

= 1 ~ cosB/ (§ 156)= 5 ~ V ^ +sen^. ^~ ■ Quindi cosB' = l- 



(^)- 



m B. ^ 1 =1— 2sen* 36° — 2sen£senl8° = cos72° 



cos(B— 18°)+coa(JB+ 18°) (§§ 156, 159). Si avra dunque 
(2) cos.B'^senlSo-fcos^-f-lS )— cos(£— 18°). 

207. Parimente se si chiami E' 1" arco , del quale e corda 
la eZ, ed E 1'arco BZ, si avra dall'equazione (E) (§ 197) 
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sen* 7,1? ^-^ =t^l- S enE. OL . Quindi ne viene 



= sen45° — sen30° + 2sen#sen22° 30'. 
Quindi finalmente 

(3) cos.E / =sen45 -sen30°+cos( J E;— 22° 30') 

— cos(-E+22° 30'). 

208. Per via di queste tre equazioni coll'ajuto delle tavole 
dei seni e dei coseni naturali , dato un arco 4, B ed E, per 
via di semplici addizioni o sottrazioni, si avranno i coseni , e 
quindi gli archi A', B' ed E' ', dei quali riescono corde le di- 
stanze aZ, bZ, eZ, le quali esse stesse si conosceranno dupli- 
cando il seno della meta degli archi A', B' ed E'. 

209. Reciprocamente, se sja la distanza aZ eguale ad una 
corda d'un arco noto A', e si cerchi di che arco diventera corda 
la Zz, ossia di quanti gradi riuscira Y arco BZ , che ne e la 
meta, ed e=.4; dall'equazione (§ 199) a 2 =3— 2sen4.y~2, si riea- 

vera senA= , e sostituendo il valore di a 2 =4sen*7s-^'= 

=2— 2cosA' (§ 156) , avremo senA= l / 2 . — ^+ cos4'.y"V7 = 

=sen30 sen45°-fcos4 / sen45 , e quindi (§§ 157 , 159) essendo 
sen(45°-M' )=cos(45 — A') 

(4) senA= l l 2 [ sen45°+sen(45°— 4'.)+cos(45°— A') ]. 

210. Istessamente se sia noto l'arco B' , di cui e corda la 
distanza bZ, e si cerchi l'arco B=BZ per via della Zz, che e 
corda di 2B; moltiplicando l'equazione (B) (§ 197) per V"5+l, 

per essere (bB) 9 =-^— ed Ab — l j 2 (y"5 — 1) , avremo ipZf . 

(y~5 + 1) = 2y1> + 4sen£ , e sostituendo il valore di {bZf = 
=Asen 2i j 2 B'=2—2cosB' (§ 156), si avra dopo fatte le riduzioni 

sen£=7 2 — 2cosB'.(-^-— t — j . Ora essendo Bb il lato del penta- 
gono= J/'^J^ corda di 72°, sara »/, \/—^l = sen36°. Quindi 
7* . -^^=sen 2 36°; quindi 1 — sen* 36° = cos 2 36° = sen 2 54° = 
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— 6-MV3 —/Vj+lV ; qumdiri8Ulterasen5= 1 / a -2cos.B / 8eiL54°, 

e flnalmente (§ 157) 

(5) senB=8en30°~sen(54 +5')— sen(54 — J?'). 

211. Nella stessa maniera se sia nolo l'arco E' , di eiii e 
corda la distanza eZ , e si cerchi il grado dell' arco BZ=E, 
eguale alia meta dell' arco , di cui e corda Zz = 2sen£ , sosti- 
tuendo nell'equazione (E) (§ 197) il valore di (eZ) 2 =2— 2eosE' 7 

e gli altri valori di («B) 2 =3-^; Ae= t 2 — y~2 = 2sen22° 30' 
(§§ 199, 38), avremo 2senJB. j/ 2 — y~2=: 2cos.E'-f 1— yl, e molti- 
plicando per y~2 ^ 2 + y~2, ne verra 4seni&=2cos-E'. fz y 2+y~2. 

- (y"2 - 1) y~2 |/ y 2 -I- yl =. 2C0SJE'. ]/~2 |/2+|T2— (2—/2) (/2~+ 1'"2 
=2cos.E' . y~2 f2-f y~2 — V~2 ^2 yii e dividendo per 4 , e con- 

siderando, che e (/ 2 + y~2 = 2sen67° 30' (§ 37) , V 2=2sen45°, 

si avra (§§ 157 , 158 , 159) sen£ =. 2cos£'sen67 30'sen45 — 
sen22° 30' sen45°; ossia senJE= 

cos-E' [cos^SO'— 45°) — cos(67° 30' +45°) J — sen22°30' . sen45% 
ossia sen.E=cos.E' cos22° 30' +COS.E' sen22° 30'— sen22° 30' sen45° 
ossia flnalmente 

cos(£'+22° 30') 
4-sen(i?' / +22 < > 30') 
+sen 22° 30' 
(6) wnfe'/, ^ +cos( ^_2 2 o 30') 

-sen(-E'— 22° 30') 
— cos 22° 30' 

212. Cosi dalle tre equazioni (A), (J5) ed (E) ne abbiamo 
ricavate sei , per mezzo delle quali da archi dati possiamo ri- 
cavare nuovi archi coll'ajuto dei soli tre punti a, b ed e e in- 
sieme le nuove loro corde. 

213. Potendo essere inflniti gli archi dati, sono ancora in- 
finiti i casi di ciascnna di queste equazioni. Ma se non ci vo- 
gliamo prevalere che degli archi, che si possono trovare per 
mezzo degli stessi tre punti a, b ed e, essi sarebbero 120 per 
ogni equazione , quando per alcuna di esse non vi foseero al- 
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cum limit! particolari. Difatti potendosi per via di quel tre punti 
la circonferenza in 240 parti eguali (§ 57), e per conseguenza 
la semicirconferenza in 120 , saranno 60 i punti Z e 60 i z, 
che presi insieme determinerebbero 120 casi per ogni equazione. 
Ma alcuna di esse avra dei limiti particolari. 

214. Per esempio s' io volessi prendere sul compasso la 
corda 3° , cioe della centoventesima parte della circonferenza 
(§ 42) , e collocando la punta del compasso- in a segnare nn 
arco, esso non potrebbe tagliare la circonferenza in alcun panto 
Z, essendo questa corda minore della distanza aF=\/i— 1. 
Non si potra dnnque nell'equazione (4) introdurre in luogo A' 
l'arco di 3°, e se cid si volesse fare , ne verrebbe un valore 
maggiore dell'unita, cioe assurdo per senA. Per vedere, quale 
sia il primo arco , che si potra introdurre in luogo di A' tra 
gli archi della serie 1° 30' , 3% 4° 30', ecc. , si osservi di che 
arco sia corda la distanza aF, che e la minima del punto a dal 
cerchio, ed e =\/~2— l=2sen45°— 73=0,91421356=00823° 54'+. 
Dunque il primo arco, che si possa adoperare di quelli, che si 
trovauo per via dei tre punti a , b ed e , sarS 1' arco di 24°. 
Dietro ad esso poi si potranno adoperare tutti gli altri in serie 
25° 30, 27°, 29° 30', ecc. sino al 180°; poiche le corde di tutti 
questi possono essere distanze dal punto a da qualche punto Z, 
ovvero z della circonferenza. 

215. Piu limitate sono le equazioni (5) e (6). Poiche nella 
(5) non si possono impiegare archi B' , che abbiano la corda 
minore di bf , ne maggiore di bF; egualmente nella (6) sono 
esclusi tutti gli archi E' di corda minore di eF e maggiore 
di ef. 

216. Vedremo in seguito i casi, nei quali riescano utili al- 
cuni di questi valori per la divisione del cerchio, o per qualche 
altro Problema, che non si possa sciogliere se non per appros- 
simazione , scegliendo quelli da tutta la lista calcolata , che 
danno maggior avvicinamento al vero valore che si cerca , e 
nello stesso tempo si sciolgono con sezioni di archi meno lon- 
tane dall'angolo retto. 

217. Intanto per ottenere tutti i vantaggi possibili dai tre 
punti a, b ed esenza introdurre punti nuovi, ricaveremo dalle 
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tre equazioni (A), (B) ed (E) altre sei eqaazioni per avere nuovi 
valori di archi e di corde. 

218. Se sia l'arco BZ un arco conosciuto, per esempio uno 
di quelli, che si ottengono coi Problem! del Secondo Libro, e 
si chiarai B ; e si prenda la distanza bZ sul compasso , e si 
porti da a a qualche altro panto Z* , che determini an altro 
arco BZ'==A, si puo ricavare dal confronto delledae eqaazioni 
(A) e (B) ana naova eqoazione, che lo faccia conoscere. Poichfe 
se in quelle due eqaazioni si fara bZ=aZ' ; facendo nella (A) 
Zz=2mnA, e nella (B) Zz=2mnB , si avra (aBf— 2senA . Aa 

=(&B)*-f 2sen.B.4&, ossia3— 2senA.y"3=-^^-^ -f senB(/~5— 1) 

(§ 199) , e liberando sen.4 , avremo seiLi= — . X/^7^ — 

4 

2senS . -Al^zl_. \/ ifc— sen54°sen45° — 2senS . senl8° . sen45° 
4 . 

(§ 210)=7 t (cos9°-f sen9 )— senB . (cos27°— sen27°) (§ 159); quindi 

(§ 156 e segg.) 

oos9° + sen9° 

+ cof+B — 27°) 

(7) senil= , / 1 ( — sen(B - 27°) 

— cos(£ — 63°) 
-j- sen(B — 63°) 

219. Anche qni per B non si potranno prendere tatti gli 
archi, ma solamente quelli, che diano una distanza bZ, ovvero 
bz non minore di aF. 

220. Ora se sia conosciuto Un arco BZ t che si chiami A, e 
presa sul compasso la distanza aZ si porti essa da b a qualche 
punto Z' della stessa circonferenza, che determini 1' arco BZ 
=B; si conoscera quest'arco B, e la sua corda, se occorra, se 

neir equazione sen^ = i_^+ . \/^f t — 2sen5 . tLp 1 . yl^" (§ 

4 4 

218) si liberera senB. Si moltiplichi essa equazione pel fattore 

2(\/3+l))/"2,edavremo 2sen^i.(v / "5+l)\/"2=3+ V~s— 4senB; onde 

avremo senfl = 3 + v/ " 5 -4sen^ . ¥-*i*- . \/ T U= 2sen a 54°— 

4 4 

4seiL4 sen54° . sen45° (§ 210), e adoperate come sopra le equa- 
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zioni de' '§§ 156 e seguenti, risulter& it fine 
(8) _sen-B=l+senl8°— sen(^l+9 ) + cos(A + 9°)— sen(>i— 9°) — 

— cos(^4 — 9°). 

221. In questa equazione (8) non si potranno impiegare per 

A quegli archi BZ, Che danno una distanza aZ maggiore di bF. 

-222. Ora se nelPequazione (A) (§ 197) si faccia Zz=2senA, 

e nell' equazione (E) un' altra Zs=2senJ5J; facehdo inoltre in 

queste due equazioni (aZy={eZf, si avr& dopo le sostituzioni 

dei valori (§ 199) 3— 2sen^l .y~2=3— y~2— 2sen^. ^2— j/~2; sen^= 
-'/ ; +9 fift nR K2-y"2 _ yT^- = iy 2 _j_2seni7 sen22" 30' sen45°=Vj+ 

+sen£7 cos22° 30'— sen-E sen22° 30'(§ 159). Quindi flnalmente 
(§§157 e 158). 



(9) sen^=7 2 



+sen(j;+22 30') ] 
+008(^+22° 30') ( 



• +sen(,E-22 30') 
—008(^—22° 30') J 
223. Quest'equazione nona si pu6 anche preparare in altre 
modo, perche il calcolo riesca piu facile per mezzo de' seni, e 
coseni artificiali, i quali si sogliono trovare nelle tavole piu fa- 
cilmente di dieci in dieci secondi. Perche essendo (§ 222) 

sen^=V 2 +2senJ5;.!— Z y ~^= ( 1 -f,sen.E\ H— 2f% ^ 

2 ' Vj/4 — 2]/2 / 2 



37). E facendo 67° 30'— p; E=q; si avr& 

67° 30' -|- E GV>m'—E 

sen — - — cos — 



[9] sen^=- — 



cos22° 30' 

La quale equazione sar& facile da calcolare per via de' loga- 
ritmi dei seni e de' coseni. 

224. Se dunque prenderemo sul compasso una distanza del 
punto e da qualche punto Z estremo di un arco conosciuto BZ 
~E, e la porteremo da a a qualche altro punto Z' della cir- 
conferenza; conosceremo il nuovo arco BZ'=A per via dell'e- 
quazione (9) , ovvero della [9]. Queste avranno i loro limiti, 
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poiche F arco BZ dovra essere tale , che non si abbia eZ mi- 
nore di aF. 



225. Avendosi dal § 222, 2sen4Y2=y~2+2sen£;. ^2— y~a ; e 



si moltiplichi questa equazione perl/ ~^~' , avremo 



2seni4 . ^2+y "jj=^2+y 2+2sen.E, e quindi sen-E=2sen4 



(/I+A'S 



—I =2sen,4 . sen«7° 30'— sen67° MY (§ 37); quindi (§ 159) 

(10) sen.E=cos(.4— 67° 30')— cos(>4+67 30')— sen67° 30. 

226. Anche questa equazione decima si puo preparayR di- 
versamente ad uso de' logaritmi. Poiche essendo een£ = 

V2 4-V/ 2 
=(senil — i l t )2 L — ^-^[sen^+senC-SO^senGT* 30',facendo 

4=j>;— 30°=£ si avra (§ 157) 

[10] serLB=4sen " 4 ~ 30 ° cos A+ ^ sen67* 30 ' . 

227. & chiaro, che tutti i valori dell'arco BZ , owero Bz 
=±■4, che daranno aZ maggiore di e/, non si potranno intro- 
durre nell'equazione decima, che quindi ricevera i suoi limiti. 

228. Finalmente due altre equazioni.si possono ottenere dal 
confronto delFequazione (E) colla (E). Poiche se si piglia una 
distanza da e a qualche punto Z della circonferenza } che sia 
Festremo d'un arco conosciuto BZ=E , e con questa distanza 
eZ presa per raggio, e fatto centro in b si segni un arco, che 
tagli la circonferenza in qualche altro punto Z\ che deterraini 
Farco BZ'=B; si conoscera quest'arco per via del suo seno nel 
modo seguente. Fatto nell'equazione {E) (§ 197), Zz=2$enB e 
nell'equazione (E), Zz=2senE, e fatto in esse bZ-—eZ, si avra 

dopo la sostituzione dei valori (§ 199) ^ |-aen^.(\/ 5— 1) 



=3— V 2— 2sen.E . |, 2— y/ 2 ; donde si ricava 2sen/? . ({/ 5—1) 
=V 5+1— 2\/ 2— 4senJS? . l/2~- V i ; e moltiplicando da tutte due 

V "5+1 

le parti per y , avremo 

8 
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= 2sen 2 54°— 2sen54° sen45° — 4senJ5 . sen22° 3C sen54° . (§ 210) ; 
e quindi (§ 159) 

senJB=l — coslOS — eos9°— sen9°— 2seniE(cos31 30 6 — cos76° 30'), 
e quindi (§ 157) 

(11) senB=l+ senl8»— cos9°— sen9°— sen(^+31° 3C) 
— sen(.E— 31° 30')+sen(^+76° 30 / )-f senGE- 76*30'). 

229. Anche quest' equazione (11) avra limiti da due capi. 

Poiche la distanza minima eF—X— V2— \/ a e minore della di 

stanza bf—X— l lJiV~&— 1), © la massima ef e maggiore della bF. 

230. Se r equazione 

2senB.(v/'5-l)=V / 5+l-^2v/ 2-4sen-E.)/2-^ir"2 



\ 



|/2+lTl 



trovata qui sopra § 228 si moltiplichi per , si avra 



I/-3+1 1/2+^^ V 2+lTS 
senE=2 — j— . ! — g • ^ V. - — 2 

— 4seiLB.yi_5L_iL.r . i^"v7=2sen54° sen67° 30' sen45° 

4 2 

— sen67° 30' — 4senjB . senl8° sen67° 30' sen45° 

=sen67° 30' (cos9°+sen9 )— sen67° 30'— 2senB sen67° 30'(cos27° 

-sen27<>) = I / J (sen76°30' - cos76° 30' -f sen58° 30' + cos58° 30') 

-Sen67 a 30'-senff.(sen85°30'-fsen40°30'— cos40 o 30'-cos85 o 30'); 

donde si ha finalmente 

(12) „»-'/. ( J*»Z Z 1™ZZ )—«• *>' 

v ' n \ +sen58° 30' + cos58°30'/ 

cos(85° 30 / -£)+sen(85° W-B) 
_ i{ S -cos(85°30 / +S)-sen(85°30'-f-B) { 
" '" J +cos(40° 30 / -B)+sen(40° 30*-B) \ 
-cos(40°30'+B)-sen(40°30'+.B) 
La quale equazione non ha limiti. 

231. Se per accident* qualcuno dei valori, che si trovano 
con queste dodici equazioni, si trovi a prima giunta prossimo 
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a qualche valore utile e cercato nella soluzione de' Problem!; 
avremo il vantaggio di arrivare all'intento per una via sempli- 

cissima. Poicbe non si avranno ad impiegare altri punti presi 
ftiori della circonferenza , che i soli tre gia rimarcati tante 
volte a, b ed «, e nella circonferenza qualcuno di quelli , che 
servono alia divisione esatta della circonferenza per via delle 
soluzioni dei Problemi del lib. II. Passiamo dunque oramai a 
darne varj esempj. 

232. E prima vedremo come si possa dividere il -cerchio 
alia maniera antica in gradi e minuti, senza l'errore di secondi. 
Per far questo (fig. 12) supporremo , che la circonferenza del 
cerchio BDd sia divisa in dugento quaranta parti (§§ 57, 58), 
ciascuna delle quali come la P8 contiene 1° 30', e che la nu- 
merazione positiva cominci da B verso F, e una simile nume- 
razione negativa vada da B verso f, e sieno i punti Z e Z' punti 
vaghi, che non hanno per ora altra condizione,- se non che si 
trovino tra B ed F sulla circonferenza; e istessamente i punti 
z e z' tra B ed f. Questo lo facciamo a scanso, delle troppe fi- 
gure, che bisognerebbero se se ne replicasse una ad ogni Pro- 
blema. Inoltre la minutezza delle divisioni appena le lascerebbe 
scorgere anche in figure molto maggiori della fig. 12. 

233. Prob. Trovare 1' arco d' un grado antico, ossia di 1°, 
senza l'errore di mezzo seeondo (fig. 12}. 

Sol. I. Sia l'arco Bz^— 55° 30' (§ 232). Si prenda sul com 

passo la distanza bz, e fatto centro in e si segni un arco, che 

tagli la circonferenza in un punto Z. Sara l'arco BZ = 52° 59 

1739 

— — - , cioe di 53° , senza che vi manchino venticinque minuti 

1751 

terzi. Si ha poi nelle divisioni da B verso F eseguite col Pro 

18 
blema § 42 l'arco di 54° = ——. Si avra dUnque anche l'arco 

54°— 53°=1° colla approssimazione, che si voleva. 

Dim. Se nell'equazione (12) si faccia B=— 55° 30', risulta 

in fine del calcolo sen^=0,7986343=sen 52° 59' ^^ . 

Sol. II. Sia P arco BZ = 10° 30'. Colla distanza bZ presa 
per raggio , e col centro a si descriva un arco , che tagli la 
circonferenza in un altro punto JZ'. Sard. 1' arco BZ' = 29° 29' 



m 

2511 



2532 



cioe =29° 30' senza I' errore di mezzo secondo. Si trova 
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poi nelle divisioni del § 58 l?arco di 28° 30' = -^- della cir- 
conferenza. Dunque si avra. la differenza de' due archi eguale 
a 1° coll'approssimazione voluta. 

Dim: Se nell'equazione (7) si ponga B — 10° 30' , risultera 

in fine del calcolo sen^=0,4924215=sen29* 29' =^ . Manche- 

■' 2532 

chera dunque la differenza degli archi dal valore di un grado 

di 29'". 

234. Questa seconda Solnzione e meno prossima della prima 
di 5 minuti terzi, ma le sezioni degli archi si fanno in questa 
ad un angolo piu vicino al retto. 

235. Avendosi 1' arco di 1° 30' (§ 226) , ed essendosi tro- 
vato l'arco di. 1° (§ 227), si avra per sottrazione anche l'arco 
di 3<y, ossia il mezzo grado, e quindi si avra modo di dividere 
tutta la circonferenza in mezzi gradi senza aceumulare errori, 
e senza che alcun punto sia lontano dal suo vero sito di mezzo, 
secondo. 

236. Prob. Trovare l'arco di un quarto di grado, ossia di 
15', senza, l'errore di un minuto terzo. 

Sol. Sia l'arco Bz=— 12° , la distanza ez sara eguale alia 
corda di 87° 15'. Se dunque si pigliera sul compasso , e fatto 
centro in B si tagliera l'arco BF in un punto %\ sara. 1' arco 
BZ'=SV 15'. Si ha poi dalle divisioni del § 42 l'arco di 87°= 
29 / 12 o della circonferenza. Si avra "dunque la differenza de' due 
archi = 15' 

Dim. Se nell'equazione (3) (§ 207) cos£'=sen 45°— sen30° 
+ cos(.E — 22° 30') — cos(JE + 22° 30') 
si ponga E = — 12°, si avra, 

sen45° — sen30° = 0, 2071068 

cos(- 34° 30')= 0, 8241262 

- coslO 30' = — 1+0167451 

cos£' = 0, 0479781 
Ora nelle tavole, che da-nno i seni natural! con sette cifre, 
si trova 0, 0479781 =, cos87° 15' senza alcuna variety nemmeno 
nell' ultima cifra. Impiegando poi piu decimal! si trova 
co&E' = 0,0479780622; cos87° 15' = 0,047978128520. 
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Impiegando sole otto cifre decimal! si ha 
cos87 15' 1" = 0,04797229. 

Si ha dunque per 1" la differenza 584. Se 584 da di diffe- 
renza 60 ,// , 7 dara l08 /u« di minuto terzo. Sari dunque 1' arco 
E' , del quale e corda la eZ', di -87° 15 con una mancanza mi- 
nore di tin minuto terzo. 

237. Si potra per mezzo di questo Problema dividere la 
circonferenza in 1440 parti, cioe in tanti quart! di grado, sen- 
zache vi sia in alcun punto di divisione l'errore di tre minuti 
terzi. Poiche fatte sopra ogni arco PS di 1° 30' tre divisioni di 
15' in 15' da P verso 8 e due da S verso P, restera l'arco H 
diviso in sei parti, ciascuna delle quali sar& di un quarto di 
grado senza l'errore indicato nella posizione di alcun punto di 
divisione. Cosl nel resto della circonferenza. Quindi innanzi 
supporremo la circonferenza divisa in gradi e quarti, che per 
semplicita del calcolo supporremo esatti. Si potra tener con to 
dei loro errori, qualor si voglia. 

238. Prdb. Trovare un arco di 10*, ossia la sesta parte di 
un grado senza l'errore di 10" ', ossia della sesta parte d' un 
secondo. 

Sol. Sia l'arco Bz = — 49° 30' ; sara la distanza bz eguale 
alia corda dell'arco 38° 50', senza l'errore indicato. Sottraendo 
poi l'arco 38° 50" dall'arco 39°= 13 /, 20 della circonferenza , che 
si ha col § 42, rimarra l'arco di 10* . 

Dim. Se nell'equazione (2) si porra B=- — 49° 30', ne verra 

cos.B'=0,7789738=cos38° 49'4?^-. Si ha dunque B f = 38<> 50 7 

col difetto di 9 /// . 

v 239. Sottraendo da un arco di 50' mancante di 9'" un arco 
di 45' (§ 237) mancante di qualche minuto terzo, si avra l'arco 
di 5', ossia la dodicesima parte del grado senza l'errore di 9'". 

240. Prob. Trovare l'arco di 6', ossia un decimo di gprado 
senza l'errore di 13'". 

Sol. Sia l'arco JBZ=45°, cioe sia l'arco BG. Si prenda sul 
compasso la distanza B G , e fatto centro in b si tagli la cir- 
conferenza in z. Sar& l'arco Bz=— 40° 6', senza l'errore indi- 
dieato. Sottraendo l'arco di — 40° (§ 237), restera l'arco di 6'. 

Dim. Se nelT equaziohe (5) si ponga & = 45° ; ne verra 
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sen£=— 0,644l228=sen(— 40° 5' |=^J . Sara dunque l'arco B= 

^=-40° 6' col difetto di 12'". 

241. Sottraendo dall'arco di 6' (§ 240) l'arco di 5' (§ 239), 
rimarra V arco di 1' coir errore di pochi minuti terzi. Ma si 
pud trovare quest'areo immediatamente col seguente 

242. Prob. Trovare immediatamente l'arco di V senza l'er- 
rore di 22 minuti terzi. 

Sol. Sia l'arco Bz = ~ 27°. Si prenda snl compasso la di- 
stanza be coma raggio, e fatto centro in e si tagli la circon- 
ferenza in Z. Sara l'arco i?Z== 29° 59' coU'eccesso di 10 minuti 
terzi. Essendo dunque l'arco BN=30° (§ 31) sara l'arco ZN= 
1' mancante di 10"' . 

Dim. Se nell'equazione (12) si ponga B = — 27°, si avra. 

senJS?=0,4997496=sen 29° 59' ^-. Dunque ecc. 

243. Prob. Trovare l'arco di 9' senza l'errore di 7 minuti 
terzi. 

Sol. Colla distanza bK preea per raggio, e col centro e si 
segni un arco, che tagli la circonferenza in z. Sara l'arco 2fe= 
—4° 21' coU'eccesso di 6 minuti terzi che sottratto da — 4°30 / 
lascia 9' senza l'errore indicato. 

Dim. Se nell 'equazione (12) si faccia B=15°=BK(% 32), si avra 

sen.E«=— 0,0758494=sen(— 4° 21'— JJ-). Sara dunque l'arco Bz 

=-4° 21' 0" 6'". 

Questo Problema servira ancora alia nuova divisione del 
cerchio, come vedremo (§ 257). 

244. L' arco di 15' mancante meno di un minuto terzo 
(§ 236), quello di 1& crescente meno di 10"' (§ 238) , quello 
di 6' mancante meno di 13"' (§ 240) , quello di 1' mancante 
meno di 22"' (§ 242) , quello di 9' mancante meno di 7'" 
(§ 243) si potranno combinare in modo per addizione o sot- 
trazione senza accumulare molto gli errori, che in fine risulti 
tutta la circonferenza divisa in gradi e minuti primi senza 
1' errore che di pochissimi minuti terzi. Poiche raddoppiando 
per esempio l'arco di 9', avremo un arco di 18' mancante meno 
di 14'" , dal quale sottraendo 1' arco di 6' mancante meno di 
13"' avremo l'arco di 12' mancante di circa un minuto terzo. 
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Sottraendo ora quest'arco dalP arco di 15' mancante meno di 
1"' (§ 236), avremo 1'areo di S 7 coU'errore di un minnto terzo 
appena. Con qnesto si potra dividere in cinque parti ogni arco 
di 15', e raster* divisa tntta la circonferenza di tre in tre mi 
nnti primi coirerrore minore di sei minnti terzi per conto di 
quest' ultima divisione, il quale errore , se si porra sal verso 
contrario all 'errore di tre minnti terzi al pin, che si commette 
snlla divisione di 15' in 15' (§ 236) , diverra anehe minore. 
Qnindi impiegando V arco di 1' mancante meno di 4'" (§ 241) 
a dividere ogni arco di 3', non si verra mai a commettere an 
errore di 10"', e si avra divisa tntta la circonferenza in gradi. 
e minnti primi. 

Si potrebbero anehe combinare qnesti, o altri archi cavati 
dalle dodici eqnazioni snperiori, in guisa cbe si venisse a com- 
mettere minore errore, e noi impiegheremmo in qnesto alquanti 
Problemi, se per una parte questa divisione del cerchio in 360 
non dovesse antiqnarsi , e se per 1* altra credessimo , che gli 
artefici , che ancora la volessero usare , trovassero opportune 
per la pratica tali ricerche. Non vogliamo per& ommettere i se- 
guenti Problemi, snpponendo adesso, che si sia diviso il cerchio 
intero in gradi antichi e minnti , che per semplicita suppor- 
remo esatti. * 

245. Prob. Trovare Parco di 20", ossia nn terzo di minnto, 
crescente di 1'" appena. 

Sol. I. Pel § 202 si trova l'arco di 40" crescente meno di 
un minnto terzo. Quindi anehe V arco di 20" complemento al 
V mancante meno di un minnto terzo. 

Sol. II. Presa sul compasso la corda dell'arco 61° 30* come 
raggio , e fatto centre in e si descriva un arco , che tagli la 
circonferenza in Z. Sara l'arco BZ=20 i 39' 40' crescente di un 
minnto terzo appena. Qnindi sottraendo quest' arco dall' arco 
20° 40', si avra l'arco di 20" mancante appena di 1"'. 

Dim. Se nell'equazione (6) si ponga &—61 30*, adoperando 
tavole pin copiose di seni, si avra 

sen#Z=sen £=0,35283991; si ha poi 
sen20° 39' 40' = 0,35283984 

Ora logO,3528399 = 9, 5475777 

log &en'20» Z9' 40* =9, 5475776 
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log,sen20°39'50* =9, 5476334 

differenza = 558 

10" 
Dunque E crescera sopra l'arco 20° 39' 40" di — circa, cioe di 

ooo • 

1'" e poco piu. 

246. Prob. Trovare l'arco di 15' , ossia un quarto di mi- 
ll uto, raancante di 10"' circa. 

Sol. Si prenda per raggio sul compasso la corda di 31° 30 7 , 
e fatto centro in e si tagli. la circonferenza in pun to Z. Sara 
l'arco BZ=51» 30' 15" mancante di 9"'. 

Dim. Se nell'equazione (6) s'introduca £'=31° 30', si tro- 

E=bl°80' ~^-. Ma si ha ^- = '/.. Dunque la mancanza-e di 
1563 1568 

4 

circa, cioe di 10"' circa. 



1563 

247. Prob. Trovare l'arco di 12" , ossia un quinto di mi- 
nuto, mancante di Y" circa. 

Sol. Sia l'arco Bz=— 10° 30 7 . Presa sul compasso per rag- 
gio la distanza bz, e fatto centro in a si tagli la circonferenza 
in Z. Sara l'arco BZ=4Q° 40" 12* colla mancanza di 1'" circa. 

Dim. Se nell'equazione (7) si ponga J3= — 10° 30', risul- 

440 441 

tera dal calcolo .4=40»40' ^-. Ora si ha^- = '/,. Si' ha 

dunque la mancanza di — - — cioe di Y" circa. 
H 2206 

Se si calcolasse con tavole piu copiose, si rileverebbe piii 

precisamente l'errore. 

248. Prob. Trovare l'arco di 10", ossia di un sesto di mi- 
nuto primo, crescente di V" circa. 

Sol. Sia l'arco Bz=— 24°. Presa sul compasso per raggio 
la distanza ez, e fatto centro in a si segni un arco, che tagli, 
la circonferenza in Z. Sara l'arco .BZ=16 15' 10' coll'errore 
indicate 

Dim. Se nell'equazione (9) si ponga E=— 24°, ne verra per ri- 

sultato log sen4=9,4469652.Questo si trova essere logaritmo del. 

20 
senodi 16° 15' 10" — — . L'eccesso dunque non arriva a due minuti 

terzi. 
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249. Proft. Trovare l'arco di 5", ossia d'una duodeoima di 
mhroto primo, senza l'errore sensibile alle tavole comuni e mi- 
nor© di 2'". 

Sol. I. Sia l'arco BZ=4° 30'. Si prenda sul compasso per 
raggio la distanza eZ , e fatto centro in a si segni un arco, 
che tagli la circonferenza in un altro pnnto Z'. Sara V arco 
BZ'=%%° 51' 5' senza l'errore indicato. 

Dim. Se nell'eqaazione (9) si ponga JE=4° 3C , risultera 
log sen4=9, 7343692; ora log sen32° 51'=9, 7343529; e la dif- 
ferenza e 163; la differenza poi nelle tavole per dieci minuti e 
326 doppia in pun to di 163. Dunque ecc. 

Calcolato V errore con tavole piu copiose risnlta minore 
di 2'". 

Sol. II. Sia 1' arco BZ = 31° 30'. Si prenda sul compasso 
per raggio la distanza eZ , e col centro a si tagli la circonfe- 
renza in un altro pnnto Z'. Sari l'arco BZ' = 51° 30' 55' col 
difetto minore di un minuto terzo. 

Dim. Se nell'equazione (9) si ponga E == 31° 30', risultera 
per via delle tavole comuni log sen^i=9 > 8936365=log sen51° 

84 84 

30' 50' — . II qual rotto ~ riferendosi a 10' dara 5' colTec- 

cesso minore di I'". Sara dunque 4=51° 30' 55', il qual arco 
sottratto da 51° 31' lascerft 5' col difetto indicato. 

Ma e tempo di passare a dimostrare qual uso si possa fare 
delle dodici equazioni poste sopra volendo dividere la circon- 
ferenza del cerchio alia nuova maniera de' Francesi. 

250. Secondo questa maniera la circonferenza vien divisa 
in 400 gradi, acciocche il quadrante, che e fondamento di tutta 
la trigonometria, resti diviso in 100 gradi. Ogni grado vien di- 
viso in 100 minuti primi , ogni minuto primo in 100 second!, 
e cosl via via. La natura delle decimali dispensa, se un vuole, 
dal nominar gradi, minuti, o secondi, intendendosi abbastanza 
la natura del rotto dal posto delle decimali. 

251. Quindi ne viene, che nove gradi antichi vagliano 10 
gradi moderni, ossia e 9°— 0,10, che 54'=0,01; che 27'=0,005; che 
5 '24 '=0,001; che 32* 24" '=0,0001; cioe che un grado moderno 
vale 54 minuti primi antichi, che un minuto moderno vale 32' 
24'" dell'antica divisione, ecc. 
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252. Le division! accurate ottenute per via dei tre punti 
a, h ed e nel Secondo Libro danno flno ad una 240 m * della 
circonferenza (§ 59). L' arco , che la forma , e nella divisions 
antica di 1° 30" in panto. Esso non si esprime egualmente con 
un nuxnerp flnito di cifre decimal! nella divisione moderna. II 
primo arco che si formi coll'aggregare delle 240 me ,' e che si e- 
spriina con an numero flnito di decimali del quadrante , b 
Tarco di 3 /«4o > 0S8 * a di 7»o della circonferenza , il quale e di 
4° 30' = 0,05 del quadrante, ciofe di 5 gradi della- nuova divi- 
sione. Si puo dunque coi metodi deJ Secondo Libro, e per via 
dei soli tre punti a, 5 ed e presi fuori della circonferenza, di- 
viderla in parti eguali di cinque gradi moderni ciascuna, e ci6 
con precisione geometrica, il che e gia molto vantaggio di que- 
sta Geometria. 

253. Si potrebbe, sis si volesse, colla bissezione degli archi 
(§ 60) dividere in seguito la circonferenza in archi di due 
gradi e mezzo ciascuno, ossia di 0,025 , quindi proseguire la 
bissezione, ma con essa non si potra avere, come e chiaro, un 
grado precisamente. Non resta dunque mezzo alia Qcometria 
per ottenere 1' arco d' un grado (§ 63) , e solo e da cercarsi 
qualche costruzione, che lo dia almeno prossimamente. 

254. Prob. Trovare l'arco d'un nuovo grado, ossia di 0,01 
senza l'eccesso d' un sesto di minuto secondo della nuova di- 
visione, ossia di tre minuti terzi della vecchia. 

Sol. Si pigli sul compasso la corda di 139° gradi della di- 
visione vecchia, ossia di quarantasei centoventesime parti della 
circonferenza (§ 42), e fatto centro in a si segni un arco, che 
tagli il quadrante Bf in un punto z. Sara 1' arco Bz undici 
gradi della nuova divisione, dal quale sottraendo 1* arco di 9* 
=0,10 (§ 252), restera un arco=o>01 C °H' eccesso piccolissimo 
indicate 

Dim. Se nell' equazione (4) si ponga A' = 138° , avremo 

'""" sen^= 1 / J [sen45 +senl83 +8en(-93 )]=7 a (sen45 -sen3 -sen87) 

vag lij; Si ha poi —sen 3°=— , 0523360 

,^i — sen87°=— , 9986295 

^ sen45°= 1-2928932 

.mo & : 

;rD -0 , 3438587 



Of* 
{& 

if'- 

U * 
i. 

■iefi ' 

ids* 
DO *' 
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-0 , 1719293 
Si ha poi sen9« 57'=0 , 1719291 

sen9°58'=0 , 1722156 

2 
Abbiamo dunque l'arco J5«=^=9°57' col solo eccesso di--^— 

, 2o65 

di un minuto primo della vecchia divisione , cioe senza 1' ec- 
cesso di 4'", e qnindi senza. l'errore di un sesto di minnto se- 
condo della nuova divisione. 

255. Si potrebbe con tavole alquanto piu ampie delle co- 
muni indagare piu precisamente un tale errore. In qualunque 
modo egli e cosl piccolo, che anche accumulandolo due o tre 
volte non riuscirebbe sensibile nemmeno nei maggiori quadraoti. 
Ora non ci sarft di bisognd d'accumularlo piu di due volte nella 
divisione di essi. Poiche si ha gia con precisione geometrica 
l'arco di 0,05 (§ 252). Se in questo si segna.no due divisioni di 
un grado coniinciando dai due estremi, e venendo sul verso 
contrario, si avranno segnati su quest'arco quattro punti, che 
ne daranno la divisione in cinque gradi, e ciascuno di questi 
punti non sara lontano dalla sua vera posizione di sei interi 
minuti terzi della divisione vecchia, ossia di un terzo di minuto 
secondo della nuova. 

256. In vigore di questo Problema si supporrA ora divisa 
la circonferenza nei 400 gradi della nuova divisione. 

257. Prob. Trovare l'arco di un nuovo mezzo grado senza 
I'eccesso di sette minuti terzi della divisione vecchia, ossia di 
un terzo di minuto secondo della nuova. 

Sol. Si prenda sul compasso la distanza. del punto b dal 

punto K, e con questo raggio bK fatto centro in e si segni un 

arco, che tagli la circonferenza in un punto z. Sar& l'arco Bz 

=—4° 21' coll' eccesso minore di 7" . Si sottragga da esso un 

arco di S°=Np (§ 43). Si avra di residuo 1°21', cioe un grado 

e mezzo della nuova divisione, colla corda del quale presaper 

raggio, e facendo centro in tutti i punti dei gradi (§ 256) si 

potranno dividere per meta tutti gli stessi gradi. 

Dim. Se nell'equazione (12) s'introduca £=£.ff=15 (§ 32): 
5 
risultera E=— 4°21 / — — — . Dunque ecc. (§ 243). 

2901 



141 

258. Prob. Trovare 1' arco di un quinto di grado nuovo 
senza l'eccesso di an minuto secondo vecchio. 

Sol. Presa sul compasso la corda di 51°, e fatto centro in 
e si segni un arco, che tagli il qoadrante in Z\ sara l'arco BZ 
di trentasette gradi nnovi coll'aggiunta di un quinto di grado 
col piccolo errore indicato. 

Dim. Se nell'equazione (6) si faccia jE'=51°, si avra 22 = 

=33° 28'-^-=33°28> 48'4??jj-. Ma 33° 28' 48' =0,372. Dun- 
2426 2426 ' 

que ecc. 

259. Prob. Trovare l'arco di quattro decime di un nuovo 
grado senza l'eccesso di 16'" antichi. 

Sol. Sia l'arco BV=76°30' , e si prenda un'apertura di com- 

pas80=6Z, colla quale fatto centro in a si segni un arco, che 

tagli il quadrante in un punto Z' . Sara l'arco 2?Z'=0,094, cioe 

a nove gradi nuovi, e quattro decime colFeccesso indicato. 

. Dim. Se nell'equazione (7) s'introduca 2?=76° 30'; ne verra 

A=$ 2T^^-. Ma 8° 27' 4^=0,094. Dunque ecc. 
2877 2877 ' H 

260. Prob. Dividere un grado della nuova divisione in dieci 
parti eguali. 

Sol. Avendolo diviso per meta per via del § 257 , si sot- 
traggono dall'arco di 0,005 gli arcbi di 0,004 (§259) e di 0,002 
(§ 258), e si avranno gli archi di 0,001, e di 0,003 con l'errore 
di soli minuti terzi della vecchia divisione. Si avranno dunque 
tutti gli archi per la divisione dell'arco di 0,005 in cinque parti, 
e quindi dividehdo similmente 1' altra meta del grado, restera 
diviso tutto in dieci parti eguali. 

361. Si potranno fare sottrazioni e somme de' suddetti 
archi in modo, che contrapponendo gli eccessi ai difetti ne ri- 
sulti una millesima quasi esatta. Si potra quindi innanzi sup- 
porre diviso il quadrante in millesime , ossia di dieci in dieci 
nuovi minuti. Questi si supporranno esatti per semplicita del 
calcolo. 

262. Prob.- Trovare l'arco d'un nuovo minuto senza l'errore 
di un vecchio minuto terzo. 

Sol. Sia un arco Bz~— 1°30'. La distanza az sara corda 
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di un arco di 1,3609 senza 1' errore indicato. gottraendo que- 
st'arco dall'arco di 1,361 (§ 260), si avra l'arco di 0,0001. 
Dim. Se nell' equazione (1) si ponga A=— 1°30', risaita 

^'=122° 28' -^£-=122* 2V &V 36" =1,3609 (8 251). Dunque ecc. 
2454 

263. Prob. Trovare l'arco di due nuovi minuti senza 1' er- 
rore di un vecchio minuto terzo. 

Sol. Sia l'arco Bz=— 48°. La distanza bz sara corda di un 
arco di 0,4422 colla precisione indicata. Da quest'arco sottraendo 
l'arco di 0,442 (§ 260), resterA l'arco di 0,0002. 

Dim. Se nell' equazione (2) si ponga B-— 48° , risulta B' 

^^^'lii^ 39047 ' 52 ' 48"=0,4422 (§ 251). Dunque ecc. 

264. Prob. Trovare l'arco di tre nuovi minuti senza 1' er- 
rore di un nuovo minuto terzo. 

Sol. Sia un arco Bz—— 78°. Colla distanza ez presa per 
raggio, e fatto centro in a si segni un arco, che tagli il qua- 
drante Bf in un punto z' . Sara l'arco Bz*—— 0,0187 senza l'er- 
rore indicato. Sesi sottrae quest'arco daH'arco=— 0,019 (§ 260), 
restera l'arco=— 0,0003. 

Dim. Se nell'equazione [9J si ponga E=— 78°, risulta ne- 
gativo il seno di A. Se si cambiano i segni ai due. membri 
dell'equazione, risulta log.sen^=8 , 4678991. Ora nelle nuove 
Tavole del Callet per la nuova divisione del cerchio si trova 
8 , 467 : 8990=log.sen0,0187. Da log.sen^t =^8 , 4678991 
si sottr. DS= 6 . 1960574 ( Vedi Callet) 
si avrA 2 . 2718417=log.l87,0000. 

Si ha^ dunque 4=— 0,018700004. L' errore si trova anche mi- 
nora, se s'impiegano piu cifre nei logaritmi. 

265. La somma approssimazione nella posizionedel punto 
in questi tre Problemi antecedent!, e specialmente neU'oltimo, 
e tale, che non si pud desiderare di piu. Per via degli archi 
trovati con essi Problemi si pud in piu maniere divider© una 
millesima di quadrante (§ 260) in dieci parti eguali , cioe in 
minuti primi della nuova divisione del cerchio. 

266. Nella stessa guisa si potrebbe passare a division! piu 
minute. Ma bisognerebbe impiegare tavole piu copiose di cifre 
di quelle, che io ho generalmente impiegate nel calcolare le 
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dodici equazioni soprammentovate. Cio si potrebbe fare , qua- 
lora l'uso richiedesse, che si spinga la divisione d'una circon- 
ferenza oltre i minuti primi del nuovo sistema Francese. 

,267. Prob. In un cerchio (fig. 101) di dato raggio AB tro- 
vare una corda Bb 
eguale prossimamen- 
te ad un quarto della 
circonferenza. 

Sol. Si faccia nella 
circonferenza ad AB 
= BC=CD = DE. 
Quindi a BD = Ba 
=Ea. Col centro C, 
e col raggio Ca si 
segni un arco, che 
tagli la circonferenza 
in b. Sara la Bb la 
corda cercata. 

Dim. Supposto AB=1 , si ponga BC=A=60° nelPequa- 

28fi 
zione (1); risultera A' = AS° 3S' -———=: Cb. Sara dunque l'arco 

BC*=103°33' -^- . La sua meta 51°46' -^L ha per seno 
2005 1005 

0,7855998. Sara dunque la corda 56=1,5711996. II quarto della 

circonferenza e poi= 1,5707963. L' errore dunque e di 0,0004 

circa. 

268. Secondo la proporzione di Archiraede posto il raggio 
=1; si trova il quarto della circonferenza= u / 7 = 1,5714. Dunque 
la costruzione di questo Problema (§ 267) da un' approssima- 
zione maggiore. Essendo quesla costruzione semplicissima, sara 
da usarsi in pratica a preferenza di altre , che potremmo ag- 
giungere, che darebbero bensl una maggiore approssimazione 
teorica , ma sarebbero piu complicate , e pero piu soggette ad 
errore. 

269. Prob. In un cerchio (fig. 102) di dato raggio AB tro- 
vare l'arco eguale prossimamente alio stesso raggio. 

Sol. Si faccia nella circonferenza BLCMFDOEd ad AB=BC 
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= CD=DE= Ed. Quindi a BD=Ba = Ea. Quindi ad Aa = BF— 
Db=db=aL. Quindi ad AB=FO. 
Quindi flnalmente a bF=OM. Sara 
l'arco LM eguale prossimamente al 

raggio. 

Dim. Se nell'equazione (4) s'in- 
troduce ^'=90°, del quale arco e 
corda la aL; risultera BL=A 

786 

poi 



42 



1721 



Essendo 



20° 
OM=bF 




corda della quinta parte della cir- 
conferenza (§ 40), cioe di 72* , ed 
essendo 1' arco FO = 60° ; sara 
1' arco FM=12°. Quindi 1' arco LM = BF — BL - FM = 57° 

17' 1035 =57° 17' 43'+. Si ha poi l'arco eguale al raggio, come 

e noto=57° 17' 44' . Dunque ecc. 

270. Prob. Trovare (fig. 103) il lato di un quadrato , che 
prossimamente sia eguale in area 
ad un cerchio di raggio da to AB. 

Sol. Si faccia nella circon r 
ferenza BPCQDRE ad AB=BC 
= CD=DE, e collo stesso raggio 
BA, e coi centri B ed E si de- 
scrivano i due archi ALc, AMd. 
Coi centri C e D, e col raggio 
DB si descrivano gli archi cNM, 
dNL. Si faccia ad AN=BP=PQ; 
quindi ndLM=QR. Sara BR il 
lato cercato. 

Dim. Se nel triangolo iso- 

scele CND si suppone la base 

CD=l divisa per meta in (x; si avra (CNy=(Cpy +(&?■)*, cioe 

(§ 2) S^I^Ntf; quindi tf|i=7/iT. Si ha poi (C^)*=(W 

+(^jjl) 2 , e quindi A\t= l /J3. Sara dunque AN= l l t (flT — V 3 ) 

1272 
=0,7922869, che si trova essere corda di.un arco=46 8 40' * 
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2544 



=BP=PQ. Sara dunque 1' arco BQ=$3° 20' - "g -. Siano con- 

dotte le rette BL divisa per metft in n, BD, Dn, BE f e le D5, 
LI, Mm perpendicolari alia stessa BE In S, ! ed m. 

Essendo Tangoio DBE=WP (20, lib. Ill); sara mnDBE= l l ai 

cosDBE= 1 l 2 ^3. Sara poi per la Trigonomoiria eosDifn= 



senDBn = 



Dn 



BB 



OB 



cioe CQ&DBn = i j^ & ; e per essere Dn = 



V(DB)*-(Bn)*=*j t V 11 , senDBn= l ! B \/~m'. Si ha poi (§ 154) 
cos LBl = cos( DBn — DBE) = conDBn . gosOBE + senOBu , 

Bf 

essere BL=BA=1). Dunque Al=AB—Bl= l j ii (9— ^33"), e qnindi 
lm=LM=2Al= l j a (9— y"3T)=0,5425729, che hi it ova essere corda 

dell' arco=31° 28'_=r^_ = QR. Sara dunque 1' arco BQR = 
,J3370_ La gua metk 62o 24 ,h$ L ha per seno 0,8863283, 



124° 49 



7476 7476 

e per6 la corda di BQR sara=l,7726566. Ora posto il raggio=l; 
si ha 1' area del cerchio = 3,1415926 , che ha per logaritmo 
0,4971499. La meta di questo logaritmo cioe 0,2485749 = 
=logy 3,1415926 si trova essere logl, 772453. Si haduinjue Ter- 
rore di 0,0002 circa, il che da 
un ' approssimazione sufflciente . 

271. Invece della AN si a- 
vrebbe potuto adoperare la dL 
o la cM, che si devono trovare 
eguali alia stessa AN. 

Dim. Se si guidi la dL e 
la Dp alia sua uieta in p\ sara 
Lp 



senLDp 



DL 



Ma 1'angolo LDp 



= l l z LDd = 7 2 (BDd - BDL) = 
= 30° — BDn. Dunque (§ 155) 
senLDp = l j 2 coaBDn — l J t ya X 
senB-Dw = 7 s .7 e j/3T-- x l t f$X}Ui% ■ Qumdi Lp =. -- DL.mnLOp - 

V«vn-y/5 ed zxi=v 2 yir- , / 8 v3=uv. 
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272. Dato (fig. 104) il lato AB d' un quadrato , trovare il 
raggio di an cerchio, che gli sia prossimamente egaale in area. 

Sol. Col raggio AB, centro A si descriva la circonferenza 
BCFDLPMEd. Si faccia ad AB=BO=CD=Ed. Col centro B, 
e col raggio BD si descriva l'arco dnNDa. Collo stesso rag- 
gio, e col centro E si tagli quest' arco in a. Si faccia ad Aa 
=BF=Db=db. Qnindi ad AB=Dn = d#. Col centro C, e col 
raggio CN si tagli la circonferenza in P. Si faccia ad Nn=PM; 
quindi ad Fb=CL. Sara LM il lato cercato. 

Dim. Se si supponga 4-B=l, avendo il triangolo BNd i iati 
rispettivamente egnali ai lati del triangolo BDL della fig. 103, 
si avra sen 1 l 2 dBN= i jJ'S ; cos 1 j^BN^ I J W (§ 271> Quindi 
sendBN = 2sen l / % dBN .cos 1 j 2 dBN (§ 155)=7 8 i/TT; cosdBN = 

^l—sea. 2 dBN= b j e . Essendo poi CBd angolo retto (31, lib. Ill), 
sara cosCBN=sendBN= i jjn. Ma si ha dalla Trigonometria 
(CN) 2 = (BCf + (BNf - 2BC . BN . cosCBN. Danque CN = 

=i±~2fs. l / 8 yn=^4— V,y 33=1,4440025, che si trova essere 

804 */ AW 

corda di 92° 26' -£=- = CP. Essendo poi scnNBEr- l* iya 



=sen(CBE — CBN) = (§ 155) sen60° cosCBN— cos60° . senCBN 
=i l,V*X l UVu- l /t . ■/,; sa.rkNn=2BNX&enNBE= l / (yTT - 5^) 

946 
=0,2149367, che si trova essere corda di 12° 20'-^^-- = PM. 

4-290 
Sara dunque l'arco CPif=104°46 / ^ , dal quale sottratto 

r arco <7L, che e una quinta parte della circonferenza (§ 40) 

4220 
=72°, restera l'arco LM=S2° 46' *~~ t la corda del quale si trova 

ooJl 

=0,5643274. Ora posto. it il rapporto della circonferenza al dia- 
metro , ed R il raggio di un cerchio , si ha la sua area=7rR 2 , 
come e noto. Fatto dunque itft 2 =l, che e 1' area del quadrato 
di raggio AB—1 , al quale si vuole eguale il cerchio , si avrA 

R=\l~ > e logi? = - 7,logw = - 0,2485749 = - 1+0,7514251 

=log.0,5641896. Non si commettera dunque l'errore di 0,0002. 
273. Prob, Dato (fig. 105) il raggio AB d'una sfera, trovare 



14? 



il lato di an eubo eguale pros- 
simamente in solidity alia mede- 
sima. 

Sol. Col raggio AB, centre 
A descritta la ci r confer en zn 
BGCDPEd;si faccia ad AB=BC 
= CD=DE=Ed. Col centro B, 
raggio BD si aegni 1'arco aDKd, 
Collo stesso raggio, e col cent m 
E si tagli quest' arco in a. Si 
faccia ad AB=aG=dN. Quindi 
a CN=CP. Sara PG il lato cor 
cato. 

Dim. Poiche sara (§ 272) CN corda di 9° 26' 

804 




804 



Sarapoi 



QC=lb° (§ 32). Quindi PG=101° 26'- 



2013 
del quale arco la 



2013 ' 

corda si trova essere eguale a 1,6122696 , supponendo AB=1. 
Ora nella stessa supposizione, e supposto il rapporto della cir- 
oonferenza al diametro=ir; si ha la solidita della sfera=7» 1t » e 
il suo logaritmo=log4+logTi— log3=0,6220886 , il di cui terzo 
0,2073628 si trova essere logaritmo di 1,611991. Laonde 1'errore' 
che si commette, non arriva a 0,0003. 

274. Dato (fig. 106) il lato AB di un cubo, trovare il raggio 
d'una sfera, che gli sia prossi- 
inamente eguale in solidita. 

Sol. Col raggio AB, centro 
A si descriva la circonferenz i 
BLCMFDE. Si faccia ad AB= 

=BC=CD=DE. Quindi a BD 

=Ba—Ea; quindi ad Aa=BF; 
quindi ad Fa—FM, ad FA=FL. 
ISara LM il raggio cercato. 

Dim. Sara 1' arco FL = 6(y> 

15, lib. IV). Si ha poi (posto 

AB—1) aF—Aa— AF = ]/~2— l 

(§ 27)= 0,4142136, che si trova 
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essere corda di 23<>54'J^.Saradunquel , arcoLilf=36 5 , 4!^ . 

2846 2846 ' 

il quale ha per corda 0,6195986. Ora essendo, come e noto, ta 

solidita d'una sfera di raggio i? espressa dalla formola *l i ~R : \ 

fat to 4 / 8 1t -S , =l» che e In solidita del dato cubo , si avra \ogK 

_ log3-log4-logTt = _ 1 +079 2 6 3 71 = i og 0,6203504. L'errore 

3 
dunque, che si commette per difetto, non arriva a 0,0008. 

275. Tutte queste approssimazioni nella rettificazione, qua- 
drature e cubatura della circonferenza , del cerchio e della 
sfera, e nei Problemi inversi, non lasciando errori di una mil- 
lesima di raggio, si stimano essere sufficient per la praties. 
Chi ne volesse di piti avanzate, non avra a far altro, che tro- 
vare col calcolo di quale arco in gradi e minuti sia eorda quella 
quantita lineare, che cerca ; quindi ricavare questa corda dal 
cerchio dopo d'averlo diviso in quei gradi e minuti, che occor- 
rono, adoperando i metodi dimostrati qui sopra (§§ 236 e 244). 

276. Prob. Duplicare il cubo per approssimazione. 

Sol. I. Sia (fig. 107) AB il lato del cubo, che si vuol du- 
plicare. Col centro A , e col rag- 
gio AB descritta la circonferenza 
BQMNCFPDEdc, e fatto in essa 
ad AB=BC=CD=I)E; quindi 
a BD—Ba—Ea ; quindi ad Aa 
=BF- quindi ad FA=FN\ sara 
aN prossimamente il lato del 
cubo doppio. 

Dim. Sara' 1' arco BN una 
duodecima della circonferenza 
(§ 31)=30°. Se s'introduoe que- 
st'arcoB^^^ nell'equazione (1); 
r arco A\ del quale e corda la 

aN } risultera=78° 2'-||5|-. Si ha dunque (posto AB=1) aN=' 

2846 

1179 3 

=2sen39° V~^= 1,2592800. Si ha poi /2=1,2599209. Non si 
2846 

commette dunque un difetto di 0,0007. 
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Sol. II. Se si volesse un'esattezza maggio; fatta la costru- 
zione della Soluzione I, e fatto inoltre ad AB=Ed=dc; quindi 
ad Aa—BF=Dh=dh', quindi ad aN= cM=MP; quindi ad Fh= 
FQ\ sara PQ il lato cercato con molto maggiore approssimazione. 

Dim. Essendo per la dimostrazione della Soluzione I, 1'arco 



cM= 78° 2 



, 2358 



-MP; sara l'areo cMP= 146° 5'- 



1870 



Sottratto 



2846 ~~ 7 "'"" 2846 

poi l'areo FQ=12° (§ 40) dall'arco FBc=150° (§§ 27, 29); re- 
stera l'areo cQ=78°, il quale sottratto dall' arco cMP lasciera, 
1870 



l'areo QP=78° 5'- 



2846 



la eorda del quale si trova essere: 



=1^2599190. Non si commettera dunque, se non un difetto di 
0,0000019, cioe di due millionesime di raggio appena. 

277. Prob. Triplicare, quadruplicare ecc. il cubo fino alia 
ottuplicazione (fig. 108). 

Sol. Sia A B il lato del 
cubo dato. Col raggio AB, e 
col centro A si descriva la 
circonferenza 

BuGpCwFLDOEdc. Si faccia 
in essa ad AB— BC— CD — 
DE = Ed = dc. Collo stesso 
raggio A B , e coi centri J3, 
c, d, E, D si descrivano gli 
archi Atzc, Aqd, c$AZE, Apd, 
AzE. Col raggio BD, centro 
B si descriva 1 ' arco dzbDa ; 
collo stesso raggio, e col centro E si* tagli quest'arco in a. Collo 
stesso raggio, e coi centri Ce D si descrivano gli archi cpqE, Bp-nd. 
Si faccia ad Aa=BF\ quindi ad AB—FO—aG—GL; quindi ad 
EL=aw\ quindi a Ttt—Bz; quindi a pl—B\i.; a qt=pv. Si avra 




aO 




duplo (§ 276) 


es 


lato 
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Dim. Posto AB = 1 ; si avra (§ 272) Ct = |U--7 t y&) = 

1,4440033. Si ha poi ys"=l ,4422493. L'eccesso dunque non ar- 
riva a 0,002. 

Essendo 1' arco OFG=10&° (§ 29, 30) , sara La sua corda 

0Q=2 sen52°30'= 1,5867066. Si ha poi /* = 1,5874007. II di- 
fetto dunque e di, 0,0007 circa. 

Sara poi 1' arco EL=*/ U della circonterenza (§ 32) = 75°. 
Se nell'equazione (4) s'introduce ^'=75*; risalta l'arco A=Bu> 

== 32 27' J£-. Sara dunque F* = 57° 32'-|??I- Quindi essen- 
2454 2454 

2J.97 
do ^0=60° (15, lib. IV), sara l'arco 0£\»=117* 32' |^£ f c he 

8 

ha per corda 1,7102744. Si ha poi f& = 1,7099757. L' eccesso 

dan que non arriva a 0,0003. 

Essendo BD=Bx= Dit=yi e Z>r = 5« = l ; sara (§ 23) 

Tn.BD=(BDy—(B«Y', cioeu t.]Ts=2; quindi m=*j t ya "=1,1647005, 

1725 
che si trova essere corda di 70° 31' •»••■"-, = Bt. Sara dunque 

2375 M 

l'arco cJBk = 130° 31' -±^=: , il quale ha per corda 1, 8164964. 

8 

Si ha poi y"I = 1,8171204. Si commette dunque un difetto mi- 
nora di 0,0007. 

I due triangoli Clp, Bp%, agendo i lati rispettivamente e- 
guali, saranno eguali (8, 26 lib. I) ; ed essendo sulla stessa 
base p8 , saranno tra le stesse parallele pZ , BC (39 ,. lib. I). 
Sara dunque l'angolo BCZ — Blp (27, lib. I). Dunque cqsCBS 
=7,lfii (§ 272)= coeBBp. Si ha poi dalla Trigonometria (Bpf 
=(BZy +&$)'— 2BS .pi cosiJSp; ed essendo Bp = C8 , poiche 
si determina colla stessa costruzione ; si avra 4— */, V§s = 3 + 
(pS) 2 — 2p8 . k"3 . 7, Vn ; quindi 1— 7,V88=(j>8)*- pZ . '/„ yss. Ag- 
giungendo da una parte, e dall'altra dell'equazione il qnadrato 
di 7 y§§ ; risultera (1— 7bV»8)* : =(P 5 — 7eVss) ? ; quindi j>8— */ e /M 
=±(1-7.V38). Si ha poi (§ 23) j>8 . dE=(dE)'-(pdY ; cioe j>B 
= 1 — 0*0*; e quindi minore dell'unita; quindi si determined 
jj8=7,Vss— 1=0,9148541, , che si trova essere corda di 54° 26 

H^- . Si ha poi qx=LM della Fig. 103 = alia corda dell'arco 
2586 
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31" 28' _||*| (§ 270). Dunque l'arco cBp=;60 +54 26' *~ + 

31° 28' ™r=145°55' r~ Sii ; del quale arco si trova essere la 
279" 1022 

3 

corda cv = 1,9122214. Si ha poi /7 = 1,9129309. Si commette 
dunque un difetto minore di 0,000702. 

3 

Si ha poi BE—2=f%. Dunque ecc. 

278. Prob. Sudduplicare il cubo prossimamente. 

Sol. Sia AB il lato del cubo dato. (Fig. 108). Si descriva 
col centro A, raggio AB la circonferenza BCDEd, e si faccia 
ad AB=BC=CD=DE=Ed; quindi col raggio BD , centro B 
si segni 1' arco DM. Col centro d , raggio dA si segni 1* arco 
AlE. Sara DI il lato cercato. 

Dim. La Z>8 di questa Figura e determioata come la dL 

della Fig. 103. Sara dunque (§ 270) D8=0, 7922869. Ora si ha 

3 _ * 

yi/ f = 0, 7937039. Si commette dunque un difetto minore di 

0, 002. 

279. Non abbiamo voluto ommettere le Soluzioni di questi 
due ultimi Problemi (§§ 277 278), benche alcuni risultati con- 
tengano errori di una o di due millesime, e gli altri di qualche 
diecimillesima; perche in molti casi tali errori riusciranno tra- 
scurabili, e dall'altra parte le Soluzioni ci sono sembrati sem- 
plici. Si potrebbero avere valori molto piu esatti , qualora fa- 
cesse d'uopo non solo per formare cubi nei rapporti espressi 
qui sopra, ma anche in altri, se si cercasse di qual arco espresso 
in gradi, minuti e parti di minuti sieno corde le radici cubiche, 
o le meta, terzi ecc. delle radici cubiche richieste alia costru- 
zione del cubo cercato, e si ricavassero poi queste corde dal 
cerchio diviso appunto in gradi minuti ecc. (§§ 244, 245 ecc.), 
e s'impiegassero poi queste corde, o i loro moltipli (§§ 64, 65) 
alia stessa costruzione del cubo. 

280. E qui sia fine ormai a questa Geometrla del Compasso, 
che se non dispiacera ai Geometri, e se potra in qualche modo 
servire agli Artisti, ai Disegnatori, e specialmente ai Divisori 
de' cerchj par gli usi Geograflci ed Astronomici; io mi troverd 
della lunga noja divorata nel comporla abbastanza ricompensato. 
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